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1.1

Numeros Reales

Semana 1

Operaciones basicas

Evalde la siguiente expresion algebraica: —7-2 — 5-4+3 — %
Solucién: " o
-7-2 — 5~4+3—§ = V-2 = 5-5—5
_ 4201
1 3 2
_ —14-6-20-2-1-3 = 127
B 6 B 6
—
Ejercicios
Evalte las siguientes expresiones (tenga en cuenta la prioridad de las operaciones!)
111 —2.3-5.7
@112 2.3-5.7+3
@113 2.3-7+3.5



1.2. POTENCIAS Y RADICALES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).
114 2.3-7:(3-5)
D115 (1—§> - <§_§+2_E> u

4 4

1.2 Potencias y radicales

1 —2
2—3 3
Simplifique — 3 45 + 1+ —
(22— 3 o
3
Solucion:
, 1 -2 5 —2
_ 3 s - N Y
] s () (
3 4 3
5 -2
S T O R
e
12
1\ 2
= [ -20 - =5
( +5>
)
_ (_99) oy
5
52
_ 992 _ 5
-5 992

Ejercicios

Simplifique las siguientes expresiones numéricas.

3

—1
@ 1.2.1 (3—4 1622 ~5)
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1.2. POTENCIAS Y RADICALES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

@ 122

@ 123

® 124

i o
(—3)—2-_%— (§> +2| 108
-2
1 -2

(—3)3.32 - (§> +10

1 -1

23— =
3 =1 - (1 49
+ 1805 : ( +3+24>

1
-3 _ _
3

3 4—3_26
@ 125 ¢ -

5/5-23
@1-2-6 5T4
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Expresiones Algebraicas

Semanas 2, 3y 4

2.1 Valor numérico

Determine el valor numérico de la expresion P ;; 14 (p-q)2sip=-2yqg=3
Solucién:
+ _ + _
szq_i_(p‘q)z = szﬁl_i_(p‘q)z
_ _2 + 3 o . 72
= W +( 2 3)
1 1 5
— 14(_g)2 - 4 _ 2
=379 13 " 18
—
Ejercicios

@ 2.1.1 Determine el valor numérico correspondiente, en cada una de las siguientes expre-
siones:

a) —-2x>4+ax—b, six=-3, a=-2, b=-7

b.) 3x3—|—%—|—3, six=-1, a=49, c=7

7



2.2. SUMAS, RESTAS DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 8

-1 -3 5
gxg’yzz, si x = > y=—

c.)
3/ 12 : 1
d) Viyty six=-8 y=2 z=

(x + 1%y — 2)°
(y—1)?

e.) ,Six=-2yy=-1

2.2 Sumas, restas de expresiones algebraicas

Simplifique, sumando expresiones semejantes, la expresién algebraica
2x%y — 3y?x + 5yx? + x° — 10xy?
Solucién:
2x2%y — 3y?x + 5yx® + x3 — 10xy? = 2x%y—3y*x + 5yx? + x> —10xy>
Agrupamos sumandos semejantes
= 2x%y+5x%y —3y’x —10y%x + x°
= 7x%y —31y*x +x°

Ejercicios

@ 2.2.1 Simplifique, sumando expresiones semejantes, las siguientes expresiones algebrai-
cas:

2 2 2 2
a) 2xy+x2y_3(2xy_2x y> oy

)
3 9 9 ) Y

b.) B —a®+a—-14+a*>—a+1

1 1
c.) 2b2+4bc—30+§b2—1bc

1
d. V3ab* + 2a%b — — ab?
) 7

e) —x(y—x)+ylx—y)+y*—x
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2.3. PRODUCTOS DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

2(x—1)
3

o) 2(x3— ) <x;1 _%)

2.3 Productos de expresiones algebraicas

f) —3(x—1)

Formulas notables
a) (P+S)?=P2+2P-S+§?

b.) (P—S)?=P2-2P.-5+8?

d.)

(
(

c) (P=S)(P+S)=DpP2—8?
(P—S)®=P® - 3P?S + 3PS* - S°
(

e) (P+S)3=DP3+3P2S + 3PS% + S3

Desarrolle y sume los sumandos semejantes: —2q (p> — pq) — (p+9)*(p — q)
Solucion:
2 2 _ 2 2 o
—2q(p*—pq) —(p+q)*(p—q) = —2qp°+2p3°*—(p+q9)(p+aq)(p—q)
= —2qp* +2pg* — (p+9)(p*> — ¢*)
= —2qp* +2pq* — (p° —pi* + P9 — ¢°)
= —2qp* +2pg*—p* + p* — p*q +¢°
= —2qp* +2pq* — PP+ pi* —p*q+ 7

= —p° =3p%q+ 3pg* +4°

Ejercicios
@ 23.1 Desarrolle las siguientes productos y sume los sumandos semejantes
1) (x+y—2)-(2x+y>—1) — 2xy + > — 2y)

9
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2.4. DIVISION DE POLINOMIOS (https:/ftecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica)
2) (x+y)-(x—y) =3
3) xy? + (x—y) - (x+y)* +y°
4) (im+n—-1)-(m—n+2)— (m—n)(m+n)
5) —12¢x —x+ (Vx +2)°

3
6 =5 (~h — 1) + (=27 + (p+ 2
2.4 Division de polinomios
P(x) =Q(x) C(x) + r(x) o también Plx) _ C(x) +
N V= Q(x) o

Dividendo Divisor Cociente resto

Ejemplo 2.4

Dividir —x° +3x*> — 1 por x* — 1
~—_—— N——"
Dividendo Divisor

Solucion:

Dividendo —/Z{—I— 3$2 +0z—1 Ix_zi

cambio de signo —}—ﬂ'@/ —X —X + 3
Dividendo }%Z —x —1
cambio de signo —}%&/ _|_ 3

Residuo —X +2

Entonces

e il = (G S (e
—_—— . , ) N —

N—

Dividendo Divisor ~ Cociente resto

o también

—x34+3x2 -1 —x+2
x2—1 —(—Jj—jl-ﬁ- x2—1

Cociente

10
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Division sintética

Dividir P(x) = —x®+3x% —1 por x +2

Solucién:
—ic3 —i—ffx2 +(fi-.7;—1 | x+2
-1 3 0 |-1
S
Cociente — 12?245z —10
(baja un grado)
Entonces

—x3+3x2—1=(x+2)(—x2+5x—10) +19

o también

—x34+3x2 -1 ) 19
B Sy -1 7
x+2 (=" +5x—10) + =

Ejercicios

@ 241 Realice las siguientes divisiones de polinomios y use divisién sintética, siempre
que sea posible.

1) (P344x2—4) + (x> —x)
2) (20 +x2—1) = (x®—x?)

3) (x*—8) + (x—2)

11
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2.5. FACTORIZACION: FACTOR COMUN Y AGRUPACION (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

4) (483 —x+1) + (1-2x)
5 (x*+8) + (x+2)

6) (27x>+8) =+ (x+2)

7) (v +y?) = By +2)

8) (p*+p*—1) + (p—1)

9) (3°+5-1) + (3*-1)

10) (*—2¢°+1) + (29—2)

2.5 Factorizacion: Factor comun y agrupacion

Formulas utiles

a.) Distribuitividad PQ + PS P(Q+S) (P esun factor en comun)

b.) Distribuitividad QP + SP (Q+S)P (P esun factor en comun)
c) P2—8§2=(P—8)(P+S)

d.) P2+ Q2 no factoriza en R

Ejemplo 2.6

Factorizar —bp? + b.

—bp?+b = —bp?>+b-1 — besfactor en comtn
= —b(p* - 1)
o también

= b(—p*+1)

12
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Ejemplo 2.7

Factorice completamente 3ap?w — 3aw — 3bp*w + 3bw
Solucién:
3ap*w — 3aw — 3bp*w + 3bw = 3wap* — 3wa — 3wbp? + 3wb
= 3w(ap®> —a—bp* + b)
— Bwla(p? ~1) b~ 1)]
= Bwla(p?—1) —b(p* —1)]
= 3w(p?—1)(a—10)

= Bw(p-1)(p+1)(a—b)

Ejemplo 2.8

Factorizar a(x —1) +b(x —1)+1—x

Solucién:

alx—1)+b(x—1)4+1—-x = a(x—1)4+b(x—1) — (x—1)

= (x—1)(a+b-1)

Ejemplo 2.9

Factorizar —a?bx® + ax3z + axz — a%bx

Solucion:

13

— 3w es factor en comun

— a'y b son factor en comtn

— p? — 1 es factor en comtn

— p? — 1: férmula notable
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—a?bx3 + ax®z + axz — a’bx = —a’bx® —a’bx + ax’z +axz
= —a?bxx*— a’bx + axzx® + axz
= —a?bx(x®>+1) + axz(x*>+1)
= (—a?bx + axz)(x*+1)
= (—axabx + axz)(x>*+1), x*>+1 no factorizaen R

= —ax(ab — z)(x*+1)

Ejercicios
@ 2.5.1 Factorice las siguientes expresiones usando agrupacién y factor comin

1) —a®q + a’bp — daq + 4bp

2) —pxy + px’y +ay? — axy?
3) —axy? + ay? + px*y — pxy
4) ¥} —xPy+x—vy

5) —y°—yt—y* -1

6) pyt+p+y°+y

7) ap® +ap? +bp* +b

8) a°b — a®b* + ab — b?

9) 2wx® — 2wx*y + 2wx — 2wy

10) p4q2 _ P2q4

14
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2.6 Factorizacion: Férmulas notables y diferencia de cubos

Férmulas notables y diferencia de cubos

a) (P+S)2=P2+2P -5+ §?

b.) (P—S)?=DP2-2P -5 +8§?

c) (P=S)(P+S)=DP2—¢5?

d) (P—S)®>=P® - 3P?S +3PS* - S°
e) (P+S)3=DP3+3P2S + 3PS% + S3
f) P? —S%=(P—S)(P? + PS + S?)

g) PP+S%=(P+5S)(P? — PS+S?)

h.) P2+ Q? no factoriza en R

Ejemplo 2.10

Factorice las siguientes expresiones usando férmulas notables, diferencia de cubos y agrupacion,

segun se necesite.

a) 27y> —8
Solucioén:

27y —8 = (3y)*—23
= (3y—2)((3y)*+3y2+2?))
= (By—2) (9% +6y+4)

b.) x?y* — x? + 2xy° — 2xy + y° — 2

Solucioén:

15
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ayt -+ 2y’ =2y 4y -y = Ayt -1) + 2yt - 1) + Ay - 1)
2

= (4 2y +y3)(y* - 1)
= (x+y)?* @ +1) > -1
= (x+y)? @+ (y-Dy+1)

c.) Factorizar xy + 5x%y3 — x*y® — 5x%y
Solucion:

X0y + 5023 — xhyP —5xdy = xy — xtyB 5ty + 5%y
= 2y(x® —y?) —5x%y(x* — %)
= («* —y?)(x*y — 5x%y)
= (x—y)(x+y)x’y(x* - 5)
= (x—y)(x+y)*¥?y(x —V5)(x +V/5)

Ejercicios
@ 26.1 Factorice las siguientes expresiones usando férmulas notables, diferencia de cubos
y agrupacion, segin se necesite.

1) p®x® +2p%x + p> + 8x> + 16x + 8

2) p?x? —2p’x +p?> —x*>+2x—1

3) pt+3p®+8p+24

4 PP+

5) 16x% — 24xy + 9y* — 422

6) 8m> — 27y°

16
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2.7. FACTORIZACION: FORMULA CUADRATICA (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

7) B—yPP+x—y

2.7 Factorizacion: Formula cuadratica
ay* +by+c = SiA = P —4ac>0 = ay*+by+c=aly—y1)ly—y2)

b+ VA
o= 2a

_ b-VA
Y2 = 2a

Si A=0b*—4ac <0, el polinomio no factoriza en R.

Factorice las siguientes expresiones algebraicas.

a) 2x>+3x -2
Solucioén:
2% 43x 2 = A = 3-4.2.(-2)=25
. 3HVB 1
v 2.2
=B
z - 2.2

= 2x2+43x —2=2(x — 1/2)(x +2)

b.) 4y* +4y* -8

Solucion: Cambio de variable: u = yz, entonces

42 +4y -8 = AN = 42—4-4-(—8):144
—4 4 +/144
u = — =1
2-4
—4 — /144
U = — = =2
2.4
Entonces

17
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4yt +4y> —8 = 4u’+4u -8
= 4(u — 1)(u+2) ycomo u=1y?
= 4" - D +2)
= 4@y - Dy + V(> +2)

c.) Factorizar x* — 13x? + 36
Solucién: Si u = x2 = x* —13x2+36 = u2 — 13u + 36
Usando la férmula para cuadraticas,

u>—13u+36 = (u—9)(u—4)
= (x2-9)(x*—4)

= (x—3)(x—2)(x +2)(x+3)

oxt—13x2+36 = (x — 3)(x — 2)(x +2)(x + 3)

Ejercicios
@ 571 Factorice las siguientes expresiones usando férmula cuadrética y algunos de los
métodos anteriores, en el caso de que necesite.

1) 4x> 4+ 14x — 8

2) 4x?y? — 16xy + 16

3) dx*y* — 16x%y* + 16

4) 4y° +8y° + 4

18
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2.8. FACTORIZACION: DIVISION SINTETICA (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 19
Factorizacion: Division sintética

Si el residuo de dividr P(x) por x +a es 0, entonces P factoriza como P(x) = (x 4 a)C(x) . La mane-
ra de calcular el residuo es usando divisén sintética. Iniciamos probando con los divisores del término
independiente de P. Y podemos seguir con fracciones cuyo numerador es un divisor del término in-
dependiente y cuyo denominador es un divisor del término principal de P. Si con ninguno de estos

nuameros obtenemos residuo cero, significa que el polinomio no factoriza con enteros ni con fracciones
(posiblemente factoriza con otro tipo de ntimeros reales o “complejos”).

Use division sintética pata factorizar los siguientes polinomios.

a) 2x3 —x2—8x+4

Solucién:

23 —x2 —8x+4  Divisores 41, 42, 44, 4

oy
2 -1 —8 |4
Probar 1(2 1 =7/ -3 &
Probar —1 |2 -3 -5 9 &
Probar 2|2 3 |-2 0 V213 —x* —8x+4=(x—2)(2x*+3x—2)
Pobar =212 —11 0 ¢ 253 —x —8x4+4 = (x—2)(x+2)(2x— 1)

b) —3x° +x*—3x+1

B +1-x*+0-x3+0-x2—3x+1
| | | | Voo

1

|_3 1 0 0 —3 | 1 Probar con +1, %, ==
Probar 11—3 &
Probar —1|—3 ®
Probar :—13 -3 0 0 0 -3 0 \/

|
— 3 3t —3x+1= (x— §> (=3x*-3)

1
—3x° +x*—3x+1=-3 <x— 5) (x*+1)

19


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

2.9. SIMPLIFICACION DE FRACCIONES RACIONALES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 20
Ejercicios
@ 2.8.1 Use division sintética y/o otros métodos, para factorizar los siguientes polinomios.

1) x*4+x3—x24+x-2

2) 3x* —3x3 — 18x% + 12x + 24
3) 8u’ + 16u* +8ud —u? —2u —1
Dy +2i+y -5 -1-3

5) 12p* —2p* +6p—1

6) x° 4+ x* —3x3 — 4x? — 4x

@ 2.8.2 Verifique que el polinomio P(x) = x° + x* — 3x® — 4x% 4+ 4x + 1 tiene solo una raiz
entera y no tiene raices racionales.

2.9 Simplificacion de fracciones racionales

Simplifique al méximo las siguientes expresiones:

4z (z+1)2
) I De-D T G+ D=1
Solucion:

20
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4z (z+1)? B 4z (z+1)?
Ter)e=1  +De-1 = G+)e=-1) T G+)eE-1
4z 4 (z+1)?
 (z+1D)(z-1)

Desarrollamos para factorizar el numerador

Al L L
(z4+1)(z—1)

Factorizamos el numerador

22 —2z+1
C+D)E=1)

(z—1*  z-1
(z+1)(z—1)  z+1

2x +1 n 2x L 8x
x2+4x+4  4—x2 (x+2)2%2(x—2)

b.)

Solucion: Primero, factorizamos denominadores y determinamos el minimo comdm multi-
plo para el denominador comun:

2x+1 2x 8x 2x+1 2x 8x

Prard -2 T aria-2) (x+2)2_(x—2)(x+2)+(x+2)2(x—2)

(2x+1)(x—2) — 2x(x+2)+8x
(x +2)(x - 2)

x—2
(x+2)%(x—2)

1
(x +2)?

x x+1 B x+1
x2—1 x83—x2—x+1 2x2+4+4x+2

c.)

Solucioén:

21
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x x+1 _ x+1 _ X B x+1 . x+1
-1 B-x2—x+1 22+4x+2  (x—1D(x+1) (x—-12(x+1) 2(x+1)?
x 1 1

(x—1)(x+1) (x-12 2(x+1)

2x(x—1) = 2(x+1) — (x — 1)?
2(x+1)(x —1)?

_ (x=3)(x+1)
2+ (x—1)2
_ _(x=3)
 2(x—1)2
2 2 —2x 2
d')x—1+x3—1+x2—|—x+1
Solucion:
2 +2—2x+ 2 - 2 n 2 —2x n 2
x—1 xB8-1 22+x+1  x—1 (x-1D024+x+1) x2+x+1
2 2(x—1) L2
ox—1  (x—1)(x2+x+1) x24+x+1
2 2 2
ox—1  (Z+x+1) x24x+1
- 2
- ox—1
Ejercicios

@ 9.1 Simplifique al maximo las siguientes expresiones
472 (z+1)?
(z+1)(z—1) (z+1)(z—1)

x* 4+ 2x% — x2 — 2x
B 4+4x2+x—6

1) —

2)

1 1
3) 3(x—1) 3(x+2)

22
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3 2

4
)x—7+x+6
X 2x
e
3b+1 1—-a b>2+1
3ab azb 2ab
—3x—5 2 1
7
) x2 —25 +x—5+x—|—5
X x+1 —3x—-1
8 _
e S P § R R T
11— 12
x—2
%) 16
6 -
X+6+ 5
2x —4 1
10) _x§—8 — 21 ox 14 + x — 2 (En el resultado final, no factorice x> — 11)
1) 3—p 1 2

—ﬁ—p+2_p—2+p—1

3 A2 2 _
12) <y 3y +2y) . (y 2y+1)

y>—1 Y -y
3 3 3 3
13) <m+3_6+2m) N (3—m+3+m)
Y
14 22 (Xt
A s s s B =

x2 xy]?

15 PV A3y -2 6y y—2
y>+6—6 pr—4p+4

23
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Revisado: Junio, 2020

Version actualizada (correcciones, nuevos ejemplos
y e€jercicios) de este lbro vy las aplicaciones CDF:
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/

http://www.matematicainteractivacr.com/
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Ecuaciones Algebraicas

Semanas 5, 6y 7

3.1 Ecuaciones lineales

Ejemplo 3.1

Resolver las siguientes ecuaciones lineales

a) 2x—3=0
Solucioén:

2x —3=0 —= 2x =3 — ng

b.) 2x —3 = —-5+b5x

Solucién:
2x -3 = —-5+5x
Agrupamos las incognitas “x’
2x—5x = —-5+3
=8 = =2

Despejamos la incognita "x’

2= 2

3

25
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L2
3
-3 5 3
c.)xz 5= x2+ +1
Solucioén:

x—3 5 50+ 3

-5 = 1
2 2 *

Agrupamos las incognitas "x’
x—3 5x+3

= = 1+5

2 2 *
—4x—6
= 6
2

Despejamos la incognita "x’

—4x—-6 = 6-2

—4x = 1246
18
Y=
9
x:—i

Ejercicios
@ 3.1.1 Resuelvalas siguientes ecuaciones lineales

1) §+1:7—2x

2)x;3—|—x:2x—|—6
2p —1 1-2
3 L t1=2p+—F

2w—1 w+1

4) w— )

5) 15000 + p-600 — 600 -150 = % -1000 - 150

26
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6) (0.06)x + (0.0575)(10.000 — x) = 588.75

3.2 Ecuaciones cuadraticas

ay> +by+c=0 = SiA = P?—-4ac>0 = y=y; A y=1»

b+ VA
o= 2a

_ —b-vVA
Y = 2a

@ Si A = b? —4ac < 0, la ecuacién no tiene solucién en R
x¥?4+1 = 0

4
@ Por ejemplo no tienen solucién +2 =0

24+2x+5 = 0

Ejemplo 3.2

Resuelva las siguientes expresiones algebraicas.

a)2x>+3x—2=0

Solucion:

2x2+3x -2 = A = 3¥-4.2.(-2)=25
Y —3+v25 _ 1
r= 2.2
. —3—\/25__2
2 -3

1
— xZE/\x:—Z

b.) 4y*+4y> -8

27


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

3.2. ECUACIONES CUADRATICAS (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay).

Solucion: Cambio de variable: u = yZ, entonces

412 +4y -8 = A = 42-4.4.(-8)=144
—4++/144
o= — Y= =
2-4
—4— /144
y = — Y = 9
2-4

Entonces, como u = 12,

u =1 — =1 = y=+1

u = -2 = y?>= -2 - nohay solucién
Solucién: y =1 A y=—1
c.) Resolver x* — 13x% +36 =0
Solucién: Si u = x> = x* —13x2 +36 = u®> — 13u + 36
Usando la férmula para cuadraticas,
u? —13u+36=0 = u=9Au=4

Entonces, como u = x2,

u = 4 = x¥*=4 — x=42

U =9 = x2=9 — x=+/3=43

Soluciéon: x =2, x=-2, x=3, x=-3

d) 2x>-5=4

Solucién: En esta ecuacién no es necesario usar la formula:

28
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2x2-5 = 4
Despejamos la incognita
22 = 9
9
2 — Z
T2
9
= 4./2
g 2
PP | R
“V2 7 TV
Ejercicios

D 3.2.1 Resuelva las siguientes ecuaciones cuadréticas
1) 3x2—2x—1=0
2) 3x2 —2x —1=1—x?
3) 3w(l —2w) = w? +w

4) 11475 = (180 4 5n) (60 — n)
2

w1

5) > +p 5= 0
p
6) —— +p=—1
) oty
7) 3p* —2p? =1
8) 33° —2¢°—1=0
3.3 Ecuaciones polinomiales

P(x) = 0

29
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Resolver las siguientes ecuaciones

a) Gx—1)(x+1)(x+3)x=0

Solucion: Ya esta factorizada, entonces resolvemos directamente:

(5x—1 =
x+1 =

Gx—1)(x+1)(x+3)x=0 = .

e e e e

X =

x=-,x=-1, x=-3, x=0.

Q1| =

b.) 5x% +40 = 0

Solucion: Aqui no se necesita factorizar, podemos resolver directamente,

503+40 = 0
Despejamos la incognita
5x3 = —40
—40
3 _
YT 5
x = /-8

% = \S/gz -2
c) (x®—3x+2)(2x3 - 8)(x* +5) =0

Solucion: : Esta ecuacién requiere una factorizacién adicional,

¥—3x+2 = 0 divisién sintética
(x® —3x +2)(2x° - 8)(x* +5) =0 = 2 -8 = 0 = x=+/4
o +5 =0 no tiene solucién
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Factorizando, con divisén sintética, obtenemos

B-3x+2=0 => ¥ —3x+2=(x—12(x+2)=0 = { i _ 1_2
Solucién: x = v4, x =1, x = =2
—
Ejercicios
@ 33.1 Resuelvalas siguientes ecuaciones
DX +x*—x2—x=0
2) —x°=3x*+x+3=0
3) —2x3 —3x2+4x+6=0
4) —m?g — m72 + 2%” + 1 = 0 (Sug: Multiplique a ambos lados por un entero adecuado!)

3.4 Ecuaciones con fracciones racionales

P(x)
Q(x)
Las ecuaciones que nos llevan a una identidas como 0 = 0 0 2 = 2, etc., tienen como conjunto solucién
S = R — {restricciones}

Ejemplo 3.4

Resuelva la siguientes ecuaciones

=0 = P(x) =0 quitando las restricciones: Q(x) # 0

4z (z+1)2
) — =0
) I De-D T Gt D=1
Solucion: Restricciones z =1, z = —1
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b.)

4z N (z+1)2 _ 24242241
(z+1D(z—=1)  (z+1)(z—1) (z+1)(z—1)
- 22 —-2z+1 B
@+1)(z-1)

(z—1)? _z—1

=0 = z=1

(z+1)(z—1) z+1

No hay solucién, pues z =1 es una restriccion.

2 3 —x24+7x—8

xz—x—6+x2+x—2 - x3—2x2—-5x+6

Solucion: Factorizamos denominadores para sacar las restricciones y preparar la simplifica-
cion.

2 n 3 B —x24+7x—38 _ 0
(x=3)(x+2)  (x+2)(x—1) (x—1)(x—=3)(x+2)
Restricciones: x =3, x = -2, x =1
2 N 3 B —x24+7x—8 _
(x=3)(x+2)  (x+2)(x—1) (x—1)(x—=3)(x+2)
5x—11 — (—x24+7x—8) 0
(x—1)(x—3)(x+2) N
x2—2x—3 _
(x—1)(x—=3)(x+2)
Entonces x2 —2x —3 =0 = x = —1 A x = 3. Como x = 3 es restriccién, la solucion es

S={-1}

3x-5 2 1 _,
x2—-25 x—-5 x+5

Solucion: Factorizamos denominadores para sacar las restricciones y preparar la simplifica-
cion.

—3x -5 2 1 —3x -5 2 1

2—25 " x—5 x5 (x=5)(x+5 Tx—5 x+5

Restricciones: x =5, x = —5

32
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=384 = 5 . 2 . 1 _ 0
(x—5)(x+5) x—-5 x+5
0
(x —=5)(x+5) { }
2 2 —2x 2
d. =0
)x—1+x3—1+x2+x+1
Solucioén:
2 2-2x, 2 .
x—1" xB—-1 " 2+x+1
2 2 - 2x L2 o
x—1 (x—1)(x2+x+1) x24+x+1
2 2(x—1) L2 .
x—1  (x—=1)(x2+x+1) x24+x+1
2 2 2 .
x—1  (24+x+1)  22+x+1
2 = 0= S5=0
x—1
&) =2k gt = 25" = 5" 4k 0 = A
Solucioén:
x*+4x3 —-3x>—-12x = 0
x =0
x(34+422-3x—-12) = 0 — x+4 = 0 =— S={0,-4,3-V3}
x¥*-3 = 0
x(x+3)(x*-3) = 0

Ejercicios
@ 3.4.1 Resuelva las siguientes ecuaciones (Sugerencia: Muchas simplificaciones ya se hicieron en
los ejercicios 2.9.1. Si necesita, podria ver las respuestas de estos ejercicios)
xt+2x3 — 2% —2x
D) — 2 =0
x> +4x-+x—6
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2) 1 B 1
3~ 1) 3(x+2)
3 2
3 =0
)x—7+x+6
X 2x
4)x+1_1—x2_0
X x+1 —3x—1
5 —— = —
e T o A P § T PR Y
12
x—1—x_2
6 — 35 =0
x+6—|—T2
7) X x+1 B x+1 -
x2—1 B —x2—x+1 2x2+4x+2
8) Aot ! = —x+2 (Obser ¢ ++ 2x + 4 no factoriza, ent da igual en el
x3—8 x2+2x+4 — ( bCI\CqUCA X Nno ractoriza, en onccsquc algua en e
comun denominador)
1 2 3—
9) — + :_2—p
p—2 p-1 —pc—p+2
=32 +2y\ (v -y L
10) 2 2 =0
y-—1 y-—2y+1
3 3 3
11 — =
)m—|—3 6+2m+3—m 0
2m? — 7m + 1 2
12) m m+6: N m
(m—2)(m+3) m—-2 m+3
x+3 2 1
1 =
3) —x2—x+2 r—1 2%
3 4 7
W ia T T
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3.5 Problemas de aplicacion

@ Ingreso total = (precio unitario)(cantidad de unidades vendidas).

Si I denota el ingreso total, p el precio y g las unidades vendidas, entonces

I=p-q

@ Costo total = Costos fijos + Costo variable.

Si para producir un articulo hay un costo fijo denotado CF (que no depende de la cantidad g de
articulos producidos) y un costo unitario ¢ por producir cada unidad, entonces

CT=CF+c-q

@ Beneficio o utilidad o ganancia = ingresos totales — coste total

U=1-CT =p-q—(CF + c-q)

Ejemplo 3.5 (Utilidades)

Un comerciante de cabllos compré 1000 caballos a $150 cada uno. Vendi6 400 de ellos obteniendo
una ganancia del 25%. ;A qué precio deberd vender los restantes 600 caballos si la utilidad
promedio del lote completo debe ser del 30 %?

Solucion: La utilidad es la ganancia, es decir, el ingreso menos el costo. Tenemos,
p = precio de venta de las restantes 600 reses
“ganancia de 400 reses” + “ganancia de 600 reses” = “ganancia 30 % de la venta total”.

400 - 150 -
—~ =~

100
cantidad precio e
% de ganancia

15000 + p - 600 — 90000 = 45000 = p = 200

30
+ p-609—600'150 = ﬁ'1000-150

Ingreso costo

El comerciante debe vender las restantes 600 reses a $200.
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Ejemplo 3.6

Keylor es propietario de un edificio de apartamentos que tiene 60 departamentos. El puede rentar
todos los departamentos si cobra una renta de $180 mensuales. Si aumenta la renta, algunos de
los departamentos permanecerdn vacios; en promedio, por cada incremento de $5 en la renta,
un departamento quedard vacante sin posibilidad de rentarlo. ;Cudl debe ser la renta que debe
cobrar por cada departamento para obtener un ingreso total de $11,475?

Solucion: La renta que debe cobrar depende del ntimero de incrementos de $5.

Sea n = numero de incrementos de $5. Con el aumento, la renta es de 180 + 57 délares y quedaran
sin rentar n apartamentos, es decir, solo se rentan 60 — n apartamentos.

Ingreso = (renta) por (nimero de apartamentos rentados)
11475 = (180 +5n)(60 —n) = n* —24n+135=0 = n=9on = 15.

La renta debe ser de $225 o de $255. Cuando n = 9, se rentan 51 departamentos y si n = 15 se

rentan 45 departamentos, pero el ingreso es el mismo: $11475.
—

Ejemplo 3.7

Un grupo trabajadores de una empresa se organizaron para ir de vacaciones y alquilaron un
transporte que les cobra $2520 (independientemente del nimero de personas que vayan). El costo
del transporte se divide entre todos por igual. Al final, 6 personas no pudieron ir, lo que elevé la
cuota en $2 por persona. ;Cudntos trabajadores habia en el grupo original?

2520
Solucion: x =# personas en el grupo original. En principio cada una debia pagar $T. Los que

252
fueron al paseo pagaron $% + 2. Entonces,

—2520 +2 = —2520 x=90 V x=-8

R/ En el grupo original habian 90 personas
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Ejemplo 3.8 (MBA:I parcial, I1-2015)

Una compafiia que produce y comercializa flores de altura tiene un costo variable de $76 por
tonelada. Saben que tienen costos fijos mensuales de $110 000. El precio de venta de las flores es
de $126 por tonelada. ;Cudntas toneladas deben vender al mes para obtener una utilidad mensual
de $540 000?

Solucion: Sea g =# toneladas uqe se deben vender por mes para obtener la utilidad deseada.

Como yasabemos U = [ —CT = p-q— (CF + c-q)donde p =126, CF = 110000 vy el costo
variable es 764. Entonces,

540000 = 126 — (110000 + 76q9) = g = 13000
R/ Se deben vender 13000 toneladas.

Ejemplo 3.9 (MBA:]I parcial, I1-2015)

Un producto tiene una ecuacién de demanda g = 1500 + 75p — 7.5p> , donde p es el precio
unitario, en ddlares, y q es el nimero de unidades que venden por semana. ;Cuél debe ser el
precio unitario para obtener un ingreso semanal de $12 480?

Solucion: Como [ = p - g, entonces

12480 = p- (1500 +75p —7.5p*) — p=16 V p=—3++/113 ~ 7.63015

R/ El precio unitario debe ser de p =$16 0 p ~ $7.63

Ejercicios

@ 3.5.1 Una linea aérea opera una ruta con un costo fijo de $8000 (pilotos, combustibles,
aeromozas) y un costo variable de $120 por pasajero (seguros, alimentacién). Si el tiquete se
vende a $400 por pasajero, ;cudntos pasajeros necesitan transportar para tener una utilidad de
$15000 por viaje?

@ 3.5.2 Una fébrica de helados tiene costos fijos de $250 al mes, y costos unitarios de $0.05
por cada helado. Si cada helado se vende por $0.15, ;cudntos helados deben producir y vender
en un mes para tener utilidades de $1000?

37


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

3.5. PROBLEMAS DE APLICACION (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 38

@ 353 Un agricultor produce naranjas con un costo unitario de $0.05. Los costos fijos son
de $100 por semana. Si cada naranja se vende a $ 0.10 la unidad, ;cudntas naranjas debe vender
por semana para no tener pérdidas ni ganacias?

@ 35.4 Lacamara de comercio del huevo sabe de experiencias pasadas que si cobra p d6-
lares por docena de huevos, el nimero de huevos vendidos por semana serd x millones de
docenas, donde p = 2 — x. Entonces, su ingreso semanal total serd I = xp = x(2 — x) millones
de délares. El costo para la industria de producir x millones de docenas de huevos por semana
estd dado por C = 0.25 4 0.5x millones de délares. ;A qué precio debe vender los huevos la
industria para asegurar una utilidad de $0.25 millones (por semana)?

@ 3.5.5 Una empresa fabrica un producto que tiene costos variables de $6 (ddlares) por
unidad y costos fijos de $80,000. Cada unidad tiene un precio de venta de $10. Determine el
ndmero de unidades g que deben venderse para que la compaiifa obtenga utilidades de $60,000.

([4])

D 3.5.6 Una compaiiia fabrica ropa deportiva para dama y estd planeando vender su nueva
linea de pantalones tiendas a que venden al menudeo. Los costos para el detallista serian de $33
(ddlares) por conjunto. Para conveniencia del detallista, el fabricante anexard una etiqueta de
precio a cada conjunto. ;Qué cantidad se debe imprimir en la etiqueta para que el comerciante
pueda reducir su precio en 20 % en una oferta promocional y obtener utilidades de 15 % sobre
los costos? ([4])

@ 3.5.7 Seinvirti6 un total de $10,000 en dos empresas, A y B. Al final del primer afio, Ay B
produjeron rendimientos de 6 % y de 5.75 %, respectivamente, sobre las inversiones originales.
¢Como se distribuy6 la cantidad original, si el total que se gano6 fue de $588.75? ([4])

D 3.5.8 Una empresa de bienes raices es propietaria de un conjunto de departamentos que
consta de 70 de ellos. Se puede rentar cada uno de los departamentos en $250 (d6lares) al mes.
Sin embargo, por cada $10 que se aumenten a la renta cada mes se tendran dos departamentos
desocupados sin posibilidad de alquilarlos. La empresa desea obtener $17980 mensuales con
las rentas. ;Cuanto debe cobrar por el alquiler de cada departamento? ([4])

B 3.5.9 Los ingresos mensuales I de cierta compaiiia, estdn dados por I = 800p — 7p?, en
donde p es el precio en délares del producto que fabrica. ;A qué precio se obtendrian ingresos
de $10000, si el precio debe ser superior a $50? ([4])

@ 3.5.10 Cuando el precio de un producto es de p ddlares por unidad, supéngase que un
fabricante ofrece 2p — 10 unidades del producto al mercado, y que la demanda de los consumi-
dores sera de 200 — 3p unidades. Se dice que el mercado estd en equilibrio cuando el valor de p
hace que la oferta sea igual a la demanda. Encuéntrese el valor de p ([4])
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D 3.5.11 Una compania que fabrica maquinaria tiene un plan de incentivos para sus ven-
dedores. Cada uno obtiene $40 de comisién por cada unidad que vende. Por cada mdaquina
vendida, por encima de 600, se aumentara la comisiéon en $0.04 por cada una. Por ejemplo, la
comision sobre cada una de 602 maquinas vendidas seria de $40.08. ;Cudntas maquinas debe
colocar un comisionista para obtener $30.8007 ([4])

Semana 8

3.6 Inecuaciones algebraicas lineales

Ejemplo 3.10 (Inecuacién lineal)

Resolverx_S—S > 5x2+3+1
Solucioén:
x—3 5x +3 x—3 5x +3
2—5> 24—1=> 2—5—2—1>0
— —-9-2x >0
— x<—2
2
9
S=|—-00, —=
|-= ]

Ejemplo 3.11

1
Resuelva % +12> 1 (83m —4) + 3, y dé la solucién usando notacién de intervalos y de manera
grafica.
Solucion:
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1
- > _
T+l 2 Bm-4)+3
@_ER 5 g
4 4 —
m
>
> = 1
m < =2
— oo _ —+o0
R/ S =] — o0, —2] 3 >
—
Ejercicios
@ 36.1 Resuelvalas siguientes inecuaciones lineales. Indique el intervalo solucién.
-1
1) mT > 3m
2(m—1
2 2= a3
3
5
3) —5(p=1)—p=p+3
1
4) 2x — 3 >x+3
5) 0.15q — (0.059 + 250) > 1000
p—1 1
6) p———<5—-5
) p——5 <35
3.7 inecuaciones algebraicas polinomiales
Resolver —2 — x +2x> + x* > 0
Solucién: Sea P(x) = —2 — x + 2x® + x*. Lo que pide el ejercicio es determinar los intervalos

donde P(x) > 0, es decir, los intervalos donde este polinomio es estricamente positivo. Entonces

40


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

3.7. INECUACIONES ALGEBRAICAS POLINOMIALES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

hacemos una tabla de signos para P y determinamos en qué intervalos P tiene signo “+”

Primero, usando division sintética, determinamos las raices de P

x—1 = 0= x=1
2—x+2+xt=(x-1(x+2) (P +x+1) =0 = x4+2 = 0 = x=-2
24+x+1 = 0, A<O0
Entonces las raicessonx =1 A x = —2. Ahora hacemos una tabla de signos de una sola franja:

Los signos de P se determinan evaluando el polinomio P en cualquier ntimero, entre las raices.

P(-3) = + P(0) = — PQ2) = +

R T R
Signo de P(x) Eﬁ Iﬁ -

S R B
Signode P(x) 4; _ $ +

De estamanera, —2 —x+2x34+x*>0 = x< -2 V x>1

S=]—o00, =2[ U |1, oof

Ejemplo 3.13

Resuelva x> —1 > x?+ x + 1y dé la soluciéon usando notacién de intervalos.

Solucion:

¥*-1 > x*+x+1
(x—1)(x2>+x+1)—(x>+x+1) > 0

(x—2)(x2+x+1) > 0
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@ Raices: (x—2)(x2+x+1) = 0 = {

—2)(

@ Tabla de signos de P(x) = (x

x—2
4+x+1

= 0 = x=2
= 0, nohaysolucion, A <0

~+o0

Signo

R/ S =]2,00]

Ejercicios

|
—ON

D 3.7.1 Resuelva las siguientes inecuaciones polinomiales. Indique el intervalo solucién.

1) ¥*4+x3—-3x2—x+2<0
2) 2xt— x> —2x+1>0

3) —4+2x —8x2+4x3>0
4) x> >1

5) x3 >1

6) x> +1<0
7)1+x+x>>0

2x2
1- 25 <
8 1- =<0

9) x3 4 x2 > 4x + 4
10) —x* —2x3 —2x2 —2x —1>0
11) g* +2¢° —3¢*> —4g < —4
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Matrices y sistemas de
ecuaciones lineales

Semanas 9 y 10

4.1 Matrices

Una matriz es una arreglo rectangular n x m (n filas y m columnas) de la forma

a1 4z - Aim

ay1 A - dom
Apxm =

anl a2 - OGum

nxm

Ejemplo 4.1

Las ventas trimestrales, en toneladas, de una empresa de yute, algodén y lanas para los afios 2017
y 2018 son las siguientes,

Cuadro 4.1: Ventas afio 2017 Cuadro 4.2: Ventas afio 2018
T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4
Yute 20 25 22 20 Yute 10 15 20 20
algodéon 10 20 18 10 algodon 5 20 18 10
Lana 15 20 15 15 Lana 8 30 15 10

La forma matricial de ambas tablas es
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20 25 22 20 10 15 20 20
A=1]10 20 18 10 y B=1| 5 20 18 10
15 20 15 15 8§ 30 15 10

Suma y resta de matrices. La suma y resta de dos matrices Auxm Y Buxm se puede hacer si son ma-
trices del mismo orden. Se suma o se resta, cada entrada de A con la respectiva entrada de entrada de B.

Ejemplo 4.2

De acuerdo al ejemplo 4.1, la forma matricial de las ventas trimestrales, en toneladas, de una
empresa de yute, algodén y lanas para los afios 2017 y 2018 son

20 25 22 20 10 15 20 20
A=1]10 20 18 10 y B=1| 5 20 18 10
15 20 15 15 8 30 15 10

Entonces el total de las ventas trimestrales de yute, algodén y lana durante los dos afios es,

[ 20 25 22 20 ] 10 15 20 20
A+B = 10 20 18 10 | + 5 20 18 10
L 15 20 15 15 | 8 30 15 10
[ 30 40 42 40 ]
= 15 40 33 40
| 23 50 30 25 |

Tipos especiales de matrices.

a.) Fila Aiyy = [ ann a1z -+ a1, |
an
a1

b.) Columna A1 =
anl
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46
00 --- 0
00 ---0
c) Nula: 0, = | . . .
00 - 0],
1 0 - 0
01 --- 0 1 00
d.) Identidad: I, = | . . ) Porejemplo s = | 0 1 0
o 001
0 0 - 1
nxn
aip a2 - d1n 2 0 4
. . 0 axn -+ aom , B
e.) Triangular superior: A, ,;, = . . ] Porejemplo A= | 0 3 2
o 00 —4
0 0 s Aum X
f.) Transpuesta: Si A = (a;j)xm, entonces AT = (i) mxn
2 4 6 20 0
Porejemplo A= |0 3 2| = AT=|43 0
0 0 —4 6 2 —4

g.) Diagonal principal La diagonal principal son las entradas a;;. Por ejemplo,

6 =3 Diagonal principal 4 6 =3

3 5 4 3 5
4

5 |-2] 6

2 4
4 4
4 5 -2 6

Multiplicacion de matrices. Se pueden multiplicar matrices si el nimero de columnas de la primera
coincide con el niimero de filas de la segunda:

Ankakxm = Cuxm

Si A = (a;j) y B = (b;;), entonces la entrada c;; de la matriz C es

ainbij + apbj + - - - + by

— |
2 3 1 2 2 2:243-0+1-—2 2-2+3-4+1-3 2 19
3 10 0 4 ([= = 6 10
-2 3 1 -2 3 -6 11
3x3 3x2

3x2
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Ejemplo 4.3
De acuerdo al ejemplo 4.1, la forma matricial de las ventas trimestrales, en toneladas, de una
empresa de yute, algodén y lanas para el afio 2018 son
Ventas afio 2018 Forma matricial
T T2 T3 T4 10 15 20 20
Yute 10 15 20 20
. B=| 5 20 18 10
algodon 5 20 18 10 8 30 15 10
Lana 8 30 15 10
Entonces el total de las ventas anuales de yute, algodén y lana para el afio 2018 son,
1
10 15 20 20 1 65
5 20 18 10 1 = 53
8 30 15 10 e | 1 63 el
4x1
Si los costos trimestrales por cada tonelada de yute, algodén y lana durante el 2018 fueron
Costos por trimestre, 2018
Yute $300
Algodoén $200
Lana $500
Entonces los costos por trimestre del afio 2018 fueron
10 5 8 8000 T1
300
BTC — 15 20 30 200 _ 23500 12
20 18 15 500 17100 T3
20 10 10 I 3x1 13000 e T4
Observe que este cdlculo también se pudo haber hecho como
10 15 20 20
CTB = [ 300 200 500 ]1X3 5 20 18 10 = [ 8000 23500 17100 13000 }1
x3
8 30 15 10 5
x3
I
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Ejemplo 4.4

1 2
Si A= 2 3|, calcule AAT —3I3 (donde I5 esla matriz identidad)
-1 0
Solucion:
1 2 30
AAT 31 = 2 3 [;;‘01}— 03
| -1 0 00
5 8 —17 300
= 8 13 -2 —1030
| -1 -2 1 | 0 0 3
[ 2 8 —17]
= 8§ 10 -2
| -1 -2 -2 |

Ejercicios

48

@ 4.1.1 Lasventas trimestrales, en toneladas, de una empresa de yute, algodén y lanas para

el afio 2018 fueron

Cuadro 4.3: Ventas afio 2018

T1 T2 T3 T4

Yute 10 15 20 20
algodon 5 20 18 10
Lana 8 30 15 10

Use operaciones de matrices para calcular el promedio de produccién anual de cada producto.

D 412 Una empresa produce tres productos A, B y C que requieren la mezcla de tres
materiales P, Q y R. Cada producto requiere la cantidad de materiales que se indican en la tabla

Productos

Material | A B C
P2 3 1
Q|4 2 5
R|2 4 2

48


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

4.1. MATRICES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 49

Use operacione matriciales para determinar

a.) la cantidad total de cada material si la empresa produce 100 unidades de cada producto.

b.) el costo unitario de producciéon de cada producto si el costo unitario de los materiales P, Q
y Res de $5, $10 y $5, respectivamente.

c.) el costo total de produccioén si la empresa produce 200 unidades de cada producto.

Ejercicios

@ 4.1.3 Una compaiifa que fabrica animales de peluche gigantes recibe una orden de 900
pandas, 1200 osos y 2000 conejos. La comparfifa decide distribuir la produccién en dos fabricas
de acuerdo a la siguiente tabla

Cuadro 4.4: Distribucién de la produccién
Pandas | Osos | Conejos
Fabrica 1 500 800 1300
Fébrica 2 400 400 700

La cantidad y tipos de material para cada animal de peluche viene dada en la tabla

Cuadro 4.5: Materiales

Peluche | Relleno | # adornos
Pandas | 1.5m? | 30 pies® 5
Osos 2m? | 35 pies® 8
Conejos | 2.5m? | 25 pies® 15

El costo del metro cuadrado de peluche es de $4.5, el costo del relleno es de $0.10 el pie ctibico
y cada adorno cuesta $0.25. Use algebra matricial para

a.) determinar la cantidad de material requerido por cada fabrica
b.) determinar el costo de los materiales para cada fébrica
@ 4.1.4 Una compaiiia debe escoger entre tres métodos para producir tres productos A, B

y C. La cantidad de cada producto que se produce con los métodos I, Il y III estd dada en la
siguiente tabla

A B C
I|4 8 2
omjs 7 1
mmy s 3 9
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las ganancias de estos productos A, By C, por unidad, son $10, $4 y $ 6 respectivamente. ;Cual
método es mds rentable?

1
@415 sia=| 2

-1

S Wi
B~ = W

] , calcule Aljs

1
@4.1.6 SiX=1|0 ] , calcule XXT y xXTx

1 23
@417 sia=| 2 34 yB:{é ’ z],calcule
10 4
X
a) Al vy
z
0 1
b) ABT —5| 4 2
0 4
1 2
@18 sia=| 2 3|, calcule AAT — (31)?
10
1 0
@4.1.9 Sean A = 2 1.0 y B=| -2 1
0 -1 1 i,

1) Calcule AB

2) Calcule BTAT

3) Calcule ATBT

4) Calcule [AB — 3D,)°

4 12 2 3
@ 4.1.10 Considere la matrices A= | 6 0 y B=|11/|.
1 2

a.) Calcule ATB
b.) Calcule ATB — BTA
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4.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Consideremos el sistema lineal con m ecuaciones y n indeterminadas x, xp,

anxi  +apxs
axx1  +axpx

Ap1X1  Fap2X2

En forma matricial se escribe: AX = B donde

a1l aip ... dip X1
a a Lo 4a X

A= 21 22 2n , X = 2 y B —
Elm1 lez “ e amn xm

51

ey X1,

+apx, = b
+ax, = by
FapnXxy = bm
by
by

. La matriz A es la matriz asociada.

Eliminacion Gaussiana. Consideremos la matriz ampliada

a1 a2

az1 a»
Ay =

Aml  Am2

a1, | b
ax, | by
amn bm

Estos sistemas lineales solo tienen tres opciones: solucién tnica, infinitas soluciones o ninguna solucién.

Operaciones elementales. Si F; denota la fila i de Aj, entonces tenemos tres tipos de operaciones

elementales

a.) «F;: Multiplica la fila F; por el nimero «. Por ejemplo,

4 2 010
4 2 1|3
8 1 5|5

4 2 010
8 4 216
8 1 5|5

b.) BF; + aF;: Suma miembro a miembro BF; y aFj, solo se modifica la fila F; con el resultado.

Por ejemplo,

a) F; — F, suma miembro a miembro la fila F; yla fila —F, y modifica la fila F,
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b) 2F, — F3 suma miembro a miembro la fila 2F; y la fila —F; y modifica la fila Fs

42010 - 42 0 0
4 2 13| 52y o0 -1 -3 F: 4 2 0 0
8 1 5|5 81 5 5 | ~F: -4 -2 -1 -3
0 0 -1 -3
T4 2 0 07
2F,—F;
AeB o 19 0 -1 -3 2F: 8 4 0 0
|03 -5 —5 ~F: -8 -1 -5 -5

c.) “F;, F;”: Intercambiar fila F; con fila F;.

Por ejemplo, Vamos a intercambiar la fila 1 y la fila 3:
02010
0 4 1|3
8 1 5|5

Eliminacién gaussiana. En la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, el algoritmo de eliminacién
gaussiana aplica operaciones elementales sobre la matriz ampliada Ap hasta llevar la matriz asociada A a
la forma triangular superior.

Este algoritmo requiere que, cuando se esté eliminando la columna j por debajo de la diagonal, el pivote

aj; no sea nulo, en caso contrario se hace un intercambio de fila (si hay solucién tinica; siempre es posible
hacer el cambio de fila).

Ejemplo 4.5

Usar eliminacién gaussiana para resolver el sistema,

4x1 + 2xo = 2
2x7 +3x + x3 = -1
X2 -+ %Xg, = 3

Solucion:
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4x1 + 2x - La matriz ampliada es 420 2
2x1 432 + x» = -1 ]
X2+ %x3 = 3 01 3]s

Eliminamos en la primera columna:

e 2 0 21 —12F+F 2 0 2

2] 3 1 | — 2 1 | 2

o] 1 52| 3 0] 1 5/2

Ahora, para eliminar la segunda columna, debajo de la diagonal, el pivote es @

4 2 0 2 4 2 0] 2
01" 1 | 2 | ZEBE g 2 1| 2
0 5/2 3 0 @ 2 4
4x, + 2xp = 2

El nuevo sistema es 2xy + x3 = =2

2x3 = 4
Aplicando sustitucién hacia atrés,

Despejamos x3 :

;

4x1 + 2xp =)
2xp + x3 = -2
3 sustituimos x3 = 2

2x3 = 4 = x3=2

Sustituimos x3 y despejamos x» :

4x; + 2x» = 2
§ sustituimos xp, = —2
20 + 2 = =2 = xp=-2
2x3 = 4 == x3=2

53
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Sustituimos x, y despejamos x7 :
4x1 +2--2 = 2 = x1=-15
2x + 2 = -2 = x=-2
2x3 = 4 — x3=2
X1 = 1.5
La solucién que encontramos es x, = —2
X3 = 2
|

Ejemplo 4.6 (Sistema con infintas soluciones).

2m+p+3q = 0

Resolver Sm+4p = —6q
99 = —7p—-8m
2m+p+39 = 0
Solucion: Ordenamos el sistema: ¢ 5m+4p+65 = 0

 8m+7p+9g = 0

2130
La matriz ampliadaes | 5 4 6|0 |.Procedemos con eliminacién gaussiana
8 7 910
@ 1310 5F—2F; 2 130
-
5 4 6(0| g5n |0 230
2 1
3|0 SFLE 2 1 3|0
0 @ 3|0 | 225, 10 -3 3]0
0 0 0/0
|0 -6 610
2m+p+39g = 0
El nuevo sistema es consistente: -3p+3g = 0
0 =0
Aplicando sustitucion hacia atrds obtenemos: p = g y m = —2p, es decir, el sistema tiene
infinitas soluciones. Una solucién generales p € R, q =p, m = —2p.
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Una solucion particular se obtiene dando un valor a p. Por ejemplo si p = 5 entonces:

p:5, [,]:5, m= —10

Ejemplo 4.7 (2do Parcial MBA, 1-2019).
a—2b—3c = 1

Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales 3c a+b-7
3c—a+5 = 0

a.) Determine la matriz aumentada del sistema

b.) Resuelva el sistema de ecuaciones usando operaciones de fila sobre la matriz aumentada.
En el caso de una cantidad infinita de soluciones, dé una solucién general y dos soluciones

particulares.
Solucién:
a—2b—-3c = 1 1 -2 3| 1
a.) —a—-b+3 = -7 — -1 -1 3|-7
—a +3c = -5 -1 0 3|5

b.) Operaciones de fila sobre la matriz aumentada

1—2—31FF1—2—3123F1—2—31
1 -1 3|7 |8, o 3 o|-6|23B,(0 3 o0|-6

1 0 3|-5| 8B o —2 o|-4 0 0 0] 0
(a—2b-3c = 1 = a=3c+5
-3 = -6 = b=2
0 =0

Hay infinitas soluciones. Una solucién generales a =3c+5, b =2,c € R.
Dos soluciones particulares: a =5, b=2yc=0,a=8 b=2yc=1
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Ejercicios

@ 421 Enlos siguientes sistemas de ecuaciones ineales, indique la matriz ampliada y re-
suelva usando eliminacién gaussiana. Si el sistema tiene infinitas soluciones, dé la solucién gene-
ral y una solucion particular.

xX+y+2z = 9 w+2x -3y = -2
1) 2y—7z = =17 6) § 2x+3y—z =1
3x+6y—5z = 0 —2x—-3y+z =1
x+y+z = 0 7) 2x =3y = -2
2) § —2x+5y+2z = 0 —2x+3y—z = 1
—7x+7y+z = 0
Ty a+b+3c = -2
8) a+b+c = 4
x+y+z = 0 20+3b = 2
3) 2x +5y+2z = 0
“7xF7y+z =0 s+t+3u = -2
9) s+t+u = —4
2x -3y = -2 s+t = -1
4) 2x+y = 1
Sx+2y = 1 oy {sHtHBu = =2
s+t =1
2x—-3y+w = -2
5) 2xt+y—z = 1 s+t+3u = -2
Sx+2y+z = 1 11) s+t = 1
t—1 =0

4.3 Problemas de aplicacion

Ejemplo 4.8

Cartago Rent-a-Car planea expandir su flota de autos de alquiler para el el préximo trimestre com-
prando autos compactos y familiares. Para la empresa, el costo promedio de un auto compacto es
de $10,000, y el costo promedio de un auto famliar es de $24,000. Si se va a comprar un total de 800
autos con un presupuesto de 12 millones de délares, ;cudntos autos de cada tamafio se adquiriran?
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Solucién: Definir incognitas: Sea x = cantidad autos compactos y y = cantidad autos familiares.

@ Como se deben adquirir 800 autos: x + y = 800

@ El costo de los compactos es 10000x y el costo de los familiares es 24000y, y la suma de costos
debe sumar 12 millones: 10000x + 24000y = 12000000

Entonces debemos resolver el sistema:

x+y = 800 (E1)
10000x 4 24000y = 12000000 (E2)

Resolvemos el sistema usando sustitucién: De (E1) tenemos y = 800 — x, y sustituimos en la
ecuacion (E2)
3600

10000x + 240000(800 — x) = 12000000 = x = R 514.28

Obtenenemos x ~ 514.286 autos compactos y y ~ 285.714 autos familiares. Entonces, se deben

adquirir 514 autos compactos y 286 autos familiares.
—

Ejemplo 4.9

Una cantidad de $4000 es distribuido en tres inversiones con tasas anuales de 7%, 8% y 9 %,
respectivamente. La ganancia total de la inversion fue de $317.5. Si la ganancia anual de la primera
inversién supera en $5 a la ganancia anual de la segunda inversion, determine la cantidad de
doélares en cada inversion.

Solucion: Definir incognitas: Sean s, t y r las cantidades invertidas, entonces

@ Como se invirtieron $4000, entonces s + t + r = $4000

7
@ La ganancia en la primera inversién fue de el 7 % de s, es decir: 100° = 0.07 s ddlares.

La ganancia en la segunada inversién y en la tercera fue, respectivamente 0.08¢ doélares y
0.09 r ddlares. Asi que la ganacia total fue de

317.5 = 0.07s + 0.08t + 0.09r

@ La ganancia en la primera inversion fue es 0.07s y supera en $5 la ganancia de la segunda
inversion, es decir ,0.07s — 5 = 0.08¢
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Resolvemos el sistema:

La matriz ampliada es

s+t+r
0.07s +0.08t+ 0.09 r
0.07s — 0.08 ¢

1 1 1

007 —-0.08 O 5

Resolvemos con eliminacién gaussiana

1 1

0.07 0.08 0.09 | 317.5

0.07 —0.08

1 | 4000
0.07F1—F2
0.08F1—F3
0 5
0.15 F24-0.01 F3
ST

4000
0.07 0.08 0.09|317.5

1

0
0

[ 1

0
0

4000
317.5
5

1
—-0.01
0.15

1
—0.01
0

Resolvemos el nuevo sistema con sustitucion hacia atrés:

s+t+r
—0.01t—0.09r
—0.0023 r

= 4000 = s =1500
= 375 — t=1250
= 2875 — r=1250

Las inversiones fueron de s = $1500, t = $1250 y r = $1250

Ejemplo 4.10 (2do Parcial, MBA, 1-2019)

Una fébrica de souvenirs (recuerdos) desea producir tres tipos de souvenirs: tipo A, By C. La
fabricacién de cada souvenir requiere pasar por tres maquinas. El tiempo de permanencia de cada
souvenir en cada maquina se indica en la tabla de datos que sigue. También se indica el tiempo
disponible total de cada mdquina. Se desea saber cudntos souvenirs de cada tipo se pueden hacer
si se utiliza todo el tiempo disponible en las tres maquinas.
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Minutos para cada souvenir, por maguina
Mdquina1 Maquina 2 Maquina 3
Souvenir A 1 min 2 min 2 min
Souvenir B 3 min 1 min 1 min
Souvenir C 2 min 1 min 2 min
Tiempo disponible 300 min 180 min 240 min

a.) Defina las incégnitas y plantee un sistema de ecuaciones que represente la situacién descrita.

b.) Resuelva el sistema de ecuaciones usando operaciones de fila sobre la matriz aumentada del
sistema de ecuaciones

c.) (cudntos souvenirs de cada tipo se pueden hacer si se utiliza todo el tiempo disponible en las
tres maquinas?

Solucion:

a.) Definir incognitas: Sean x, y, y z las cantidades de souvenirs de tipo A, tipo B, y tipo C que
se pueden hacer con el tiempo de cada maquina disponible.

La cantidad total de tiempo que la maquina I puede ser usada viene dada por x + 3y + 2z
minutos y debe ser igual a 180 minutos. Esto conduce a la ecuacién

X+ 3y + 2z = 300

De manera andloga, la cantidad de tiempo en la maquina Il y en la la mdquina III viene dada
por las ecuaciones
2x+y+z=180

2x +y +2z = 240

x+3y+2z = 300
Debemos resolver el sistema 2x+y+z = 180

2x+y+2z = 240

b.) Operaciones de fila sobre la matriz aumentada
1 3 2300

1 3 2| 300 1 3 2| 300

2 1 1180 | =252, | o 5 3| _40 | BB, | 0 5 _3| —420
—2F1+F2

2 1 21240 0 -5 —-2| =360 0 0 -1 —60
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x+3y+2z = 300 = x=236
—5y—-3z = —420 = y =48

—z = —60 = z=60

c.) 36 souvenirs tipo A, 48 souvenirs tipo B y 60 souvenirs tipo C

Ejercicios
En los siguientes ejercicio: a.) Defina las incognitas y plantee un sistema de ecuaciones y b.) resuelva el
problema aplicando eliminacién gaussiana a la matriz ampliada.

@ 431 Cartago Rent-a-Car planea expandir su flota de autos de alquiler para el el proxi-
mo trimestre comprando autos compactos y familiares. Para la empresa, el costo promedio de
un auto compacto es de $10,000, y el costo promedio de un auto famliar es de $24,000. Si la
demanda prevista requiere una compra total de 1.000 autos con un presupuesto de 14 millones
de délares, ;cudntos autos de cada tipo se adquiriran?

@ 4.3.2 Cartago Tours ofrece excursiones panordmicas aéreas y terrestres de toda la pro-
vincia. Los boletos para el tour de 7.5 horas cuestan $169 para un adulto y $129 para un nifio, y
cada grupo de turistas es limitado a 19 personas. En tres viajes recientes con reservacién com-
pleta, las facturas sumaron $2931 por el primer tour, $3011 por el segundo tour, y $2771 por el
tercer tour. Determinar la cantidad de adultos y la cantidad de nifios que habia en cada tour.

@ 4.3.3 Un agricultor tiene una finca de 200 hectdreas para sembrar tres tipos de cultivo
A, By C y desea aprovechar toda la finca en los tres cultivos. El costo por hectdrea de sembrar
el cultivo A es de $40, el del cultivo B es $60 y el costo del cultivo C es de $80 por hectérea y
el agricultor dispone de $12600 de presupuesto. Cada hectarea del cultivo A requiere 20 horas
de trabajo, el cultivo B requiere 25 horas de trabajo y el cultivo C requiere 40 de trabajo por
hectdrea y el agricultor solo dispone de 5950 horas de trabajo. Si desea usar toda la finca, todo
el presupuesto, y todas las horas de trabajo disponible, ;cudntas hectareas de cada cultivo debe
sembrar?

@ 4.3.4 Se invirtieron $5000 en tres bancos A, B y C; que ofrecian interés del 6 %, 7 % y 8 %,
respectivamente. La ganancia anual fue de $358. Si la suma de ganancias de los dos primeras
inversiones fue $70 mds que la ganacia que de la tercera inversién, ;cudnto se invirtié en cada
banco?
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B 4.3.5 Una industria fabrica dos tipos de productos A y B en dos maquinas M1 y M2. El
tiempo, en horas, que ocupa cada producto en las madquinas M1 y M2 se da en la siguiente tabla

A B
M1 20 10
M2 10 20

Si tenemos disponibles 600 horas en cada maquina M1 y M2, ;cudntas unidades de cada tipo se
pueden fabricar?

@ 436 Una compaiiia solo vende paquetes de 29 maquinas M1 o paquetes de 13 maquinas
M2 o paquetes de 16 maquinas M3. Necesita tres tipos de camiones: Tipo A. Tipo B y Tipo C.
Segun el tipo, cada camion estd equipado para transportar tres tipos de maquinas M1, M2 y M3
en las cantidades que se indican en la tabla (un solo tipo de mdquina por cada viaje)

# Cantidad de mdaquinas que puede transportar cada camién
Camiones M1 M2 M3
Camién A 2 1 3
Camion B 3 1 2
Camion C 4 2 1

(Es decir, por ejemplo el camion A, en cada vaje solo puede transportar 2 M1 01 M2 o 3 M3, etc.)

¢Cuéantos camiones de cada tipo se deben usar para transportar exactamente cualquiera de los
tres paquetes de mdquinas que vende la compafiia?

@ 4.3.7 En la tabla que sigue se tabularon la cantidad de articulos A, B y C que un vende-
dor, en tres meses, vendi6. Al final de la tabla aparece la comisién total que recibi6 en délares.
Si el vendedor recibia comisiones de $c1, $c2 y $c3 por la venta de cada articulo A, By C, res-
pectivamente, determine la comisién que el vendedor recibe por cada articulo vendido, segtin
el tipo.

Ventas de cada articulo
Meses A B C Total comisién
Enero 90 100 20 $800
Febrero 130 50 40 $900
Marzo 60 100 30 $850

@ 4.3.8 En una tienda hay en oferta de un mismo tipo de platos, pafios y tazas. Pedro
comprd 3 pafios, 2 platos y 1 taza y pagé $41. En la misma tienda Paul compré 2 pafios, 1
plato y 2 tazas y pagé $29 mientras que Ringo compré 2 pafios, 2 platos y 2 tazas y pagd $44.
Determine el costo de los pafios, las tazas y los platos
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@ 439 Los precios unitarios de tres productos A, By C son, respectivamente, $p1, $p2 y
$p3. Pedro compro 4 unidades de C y vendi6 3 unidades de A y 5 unidades de B. Paul compré
3 unidades de B y vendi6 2 unidades de A y 1 unidad de C. Ringo compr6 1 unidad de A 'y
vendi6 4 unidades de B y 6 de C. En el proceso Pedro gané $6000, Paul gané $5000 y Ringo
gané $13000. ¢Cuél es el precio de cada pI'OdUCtO? (Note que las ventas dan ganancia positiva y las compras,

ganancia “negativa”).
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Funciones Algebraicas

Semanas 11,12, 13 y 14

5.1 Funciones algebraicas

Definicion 5.1
Una funcién f es un objeto matematico que relaciona dos cojuntos A y B. Lanotacién “f : A — B”
denota el hecho de que f es una funcién con dominio A y codominio B.

El sinificado de f : A — B es este: f asigna a cada elemento de A exactamente un elemento de B.
Sia € A, lanotacion “f(a)” denota el elemento de B al cual a fue asignado.

Los elementos de B que se pueden escribir como f(a), para alginh a € A, se llaman los “valores

de f” y todos ellos juntos se denominan “la imagen o &mbito de f” (el cual es un subconjunto de
B)

Sea A = {a,b,c} y B = {1,2,3,4}. La tres primeras figuras que que siguen, representan las
funciones f,g y h.

f:A—B g:A—B h-A—3B

| — —
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En este caso,

fla)=1 gla)=1 h(a)=3
f)=3 gb)=2 hp)=1
g(c)=3  h(c)=3

Ejemplo 5.2 (“Expresar en funcién de”).

Pedro es un estudiante que recibe una mensualidad de $ 500. Los usa para comprar almuerzos
y para comprar libros. En promedio los libros tienen un costo de $50 y los almuerzos tienen un
costo promedio de $10. De esta manera, si Pedro gasta los $500 en libros y almuerzos, tenemos la
ecuacion

50-q; + 10-g4 = 500
donde g1, es la cantidad de libros y g4 es la cantidad de almuerzos.

Hay una relacién entre libros y almuerzos, la cantidad que pueda comprar de libros depende (esta
en funcién) de la cantidad de almuerzos.

_ 500-10g4
a = 50
e = UGS e == _ 500 —50q;
14 = 10
500 —10g4
qL(qa) = Tq
En notacién de funciones escribimos 500 — 5041,
1alqL) = —=5

Dominio y codominio.

En este ejemplo la cantidad de almuerzos y libros que puede comprar es limitado pues la cantidad
maxima de libros que puede comprar es 10, mientras que la cantidad maxima de almuerzos es 50.

qr : {0,1,2,3,..,50} = {0,1,2,3,..,10} v g4 :{0,1,2,3,..,10} = {0,1,2,3,..,50}

#libros: 1,2,...10, depende de # almuerzos # almuerzos: 1,2,...50, depende de # libros
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4qr

dy

libfos almuerzos

Por ejemplo:

a.) q.(0) = W = 10, es decir, si no compra almuerzos, puede comprar 10 libros
b.) q4(0) = w = 50, es decir, si no compra libros, puede comprar 50 almuerzos
c) qL(5) = W = 9, es decir, si compra 5 almuerzos, puede comprar 9 libros
d.) q4(9) = W = 5, es decir, si compra 9 libros, puede comprar 5 almuerzos

Ejercicio. En el ejemplo anterior,
a.) si compra 6 almuerzos, ;cudntos libros puede comprar?
b.) si compra 7 libros, ;cudntos almuerzos puede comprar?
c.) ¢qué significa q,(20)?
d.) ;qué significa g(3)?

e.) evalte g1 (40) y g4(1) y explique en palabras el significado de este resultado.
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Ejemplo 5.3 (Calculo del impuesto sobre la renta para salarios).

En Costa Rica, el 1ro de octubre 2018 entr6 en vigencia el ajuste al impuesto sobre la renta para
salarios. El ajuste se detalla en la tabla que sigue,

Impuesto sobre la renta al salario 2018

Hasta 817000 Exento
Sobre el exceso de (1817000 y hasta 1226000 mensuales  10.00 %
Sobre el exceso de @1226000 15.00 %

El impuesto sobre la renta al salario estd en funcién del salario devengado. Una funcién que
expresa esta relacion es Renat(S) donde S es el salario,

0 si. S < 817000
Renta(S) = { 0.10 (S — 817000) si @#817000 < S < 1226000
0.10 (1226000 — 817000) + 0.15(S — 1226000) si S > @1226000

a.) Renta(600000) = 0, es decir, no paga impuesto sobre la renta al salario
b.) Renta(930000) = 11300, es decir, paga @ 11300 de impuesto sobre la renta al salario

c.) Renta(1227000) = 41050, es decir, paga @ 41050 de impuesto sobre la renta al salario

Ejemplo 5.4

Considere la funcién g definida por el criterio

[ ) o =2 1 +oo
=1 si 2<t<]1 <= — >
1—t3 . — o0 1 3 —+o0

q(t) = : si 1<t<3 < C===0 >
t 1 — oo 3 +o0
o oa<t < .
| -4

a.) Dé el dominio méximo de la funcién g
b.) Calcule g(1)
c.) Calcule g(3)
d.) Calcule g(2)
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e.) Calcule g(0)

Solucién:
( > = 1 +o0
2 —1 si te[-21
1-— t3 — oo 1 3 —+o0
a) g(t) = — si te 11, 3] < G0
t — o0 3 ~+oo
—a si t € [3,00] < .

Asi: ¢ : [—2,1] U ]1,3[ U [3,00[— R. Ahora debemos determinar el dominio maximo.

@ 2 — 1 esta definida en [-2,1]

3

estd definida en |1, 3[ (observe que t = 0 no esta en el intervalo |1, 3[).

T indefine en t = 4, por tanto solo esta definida en [3,00[ — {4}

Dominio méximo: Dy = [-2,1] U ]1,3[ U [3,00[ — {4} == Dy = [-2,00[ — {4}

b) g(1)=12—-1 = 0

341
c) §B) =3 =4

La ecuacién de demanda de cierto producto dice que si el el precio unitario de venta es $p,
entonces se venderdn g = 6000 — 2p unidades. Si el costo de produccién es C = 600000 + 200p, en
doélares, exprese la utilidad U como una funcién del precio p

Solucion: La utilidad es ingreso menos costo. El ingresoes p-q = p(6000 — 2p), y el costo total
es C = 600000 + 200p. Entonces
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U(p) = p(6000 — 2p) — (600000 + 200p)

Dominio maximo. Si f : R — R, el dominio mdximo de f se denota Dy y corresponde a todos los
valores x € para los cuales f(x) estd definida.

Df={x € R talque f(x) € R}

Para determinar Dy, debemos determinar para cudles valores x la funcién f estd definida.

@ Si P es un polinomio, su dominio es Dp = IR.

P
@ Si P, Q son polinomios, y R(x) = Q((JJCC))' entonces Dg = R — { raices deQ(x)}.

@ Si P esun polinomioy R(x) = \/P(x) entonces Dy se determina resolviendo P(x) >0

@ Si P esun polinomioy R(x) = {/P(x) entonces Dg = R

P(x)

@ Si P, Q son polinomios, y R(x) = , entonces entonces Dr se determina resolviendo

VQ(x)
Qx) >0

{ f(x) si x € [a, b
@ Si h(x) = entonces Dj, = (Ds N [a,b]) U (Dg N [p,q])
gx) si x € [p, q]

Ejemplo 5.6 (Dominio mdximo)

Determine el dominio maximo de las siguientes funciones

a.) g(x)=2x+1
b.) g¢(m) =2m3+m—2

205+ x—2
) 8 =—F"7—

2P 42
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S 1
_|_7

e.) R(s):m 5

Solucién:
a.) Si g(x) =2x+1, entonces Dy = R
b.) Si g(m) = 2m3 +m — 2, entonces Dy = R
_ 2x3 +x—2

x>—1#0

Resolvemos: x> —1 =0 = x = v/1 = 1. Entonces D;, = R — {1}

29°+9-2 .
e M entonces necesitamos que

g—1>0

Resolvemos: g —1 >0 = g > 1. Entonces Dy =]1, 0]

e) f(x)=+vx2+x3++4—2x

Necesitamos:
Raices:
4+x2 > 0 = x(x*+1)>0 =
Tabla signos:
4—-2x > 0 — x<2
Entonces tenemos x <2y x > 0:
=29 & 5 3 5
< o 3 >
Df= [0, 2]

70
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x(x24+1)=0 = x=0
0 —+oo
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£) Si R(s) = ——

1
+ — entonces necesitamos que
1—s2 s
1-5>>0 yque s#0

Resolvemos: 1 — s2 > 0

@ Raices:1—s2=0 = s=1 V s=-1

— oo —1 1 +o0
@ Tabla de signos para P(s) =1 —s? Signo P(s) - T + T -
Entonces Dr =] —1,1] — {0}
—
1l g g<o== > <
si g < 3 >
(1-1)(q+2)
Determine el dominio de p(q) = e B 0 foo
——— si g>0 = b =
q+2
Solucién: D, =] — 00,0[—{—2} U [1/2, oo]. Justificacién:
@ La expresion 1 no permite que g = 1 ni 4 = —2, pero como ésta expresion
(q=1)(q+2) ’
solo estd definida para g < 0, entonces solo debemos quitar 4 = —2. Es decir, para la

primera expresion de la funcién p, tenemos el dominio parcial

J =00, 0[={-2}
V29 —1
i

+2
solo esté definida para g > 0, entonces solo necesitamos que

@ La expresion requiere que 29 —1 > 0 y que q # —2, pero como esta expresion

29 —1 >0 sabiendoque g > 0

= ..

—% Iy
- 0

N —

2q—-1>0 = g >
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Es decir, para la segunda expresion de la funcién p, tenemos el dominio parcial

[1/2, 0]

Ejercicios
@ 5.1.1 Determine los siguientes valores (indicar si estdn o no en el dominio de la funcién)
a) p(=1), p(=2), p(3) y p(5) si

1
E—|—S si —1<s5<3

p(s) =
+s2 si s>3

s3 —27

b.) q(=1), q(=3), q(1) y 9(2) si

1

q(w) = o "

- 21 si w>0

@ 512 Determine el dominio maximo de las siguientes funciones (dé la respuesta en no-

tacion de intervalos)

a.) g(q) =59 —1

b) g(w) = ——
c) f(q)=+51-1
d) h(q) = /1-5q
e) f()= =

1
£) g(w) = Tt
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1
§+S si —1<s<3

+s2 si s>3
s3 —27 -
L+s si we]—o00,0]
w+2 !
h) g(w) =
w+2 w

si w €]0, oo

w—1 w? +1

@513 EnCosta Rica, después de la reforma fiscal, la renta al salario queda asi

Impuesto sobre la renta al salario 2019
Hasta 817000 Exento
Sobre el exceso de €#817000 y hasta (#!1226000 mensuales  10.00 %
Sobre el exceso de @#1226000 y hasta €#2103000 mensuales  15.00 %
Sobre el exceso de €#2103000 y hasta 14205000 mensuales  20.00 %
Sobre el exceso de 4205000 25.00 %

a.) Exprese larenta R en funcién del salario S

b.) Use esta R(S) funcion para calcular el impuesto sobre la renta al salario si éste es de
@ 1250000 y si éste es de @1 3500000

@ 5.1.4 En un cine con capacidad para 800 personas se sabe que si se cobra a $12 la entrada
asisten 800 personas y que por cada $2 de aumento en el costo la entrada disminuye en 80 el
namero de espectadores.

a.) Escriba el criterio para la funcién R, donde R(x) denota la recaudacion total de las entradas
y x denota el nlimero de incrementos de $2 en el costo de cada entrada.

b.) Calcule R(0), R(1), R(3), R(4) y R(10)

D 5.1.5 Un mayorista vende un producto A en $5 la unidad en compras de 1 hasta 10
productos. Para compras de mds de 10 y hasta 20, el precio unitario es de $4.5 y para compras
de mds de 20 unidades el precio es de $4 por unidad. Exprese el ingreso por la venta de este
producto A en funcién del ntimero de unidades vendidas
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B 5.1.6 Una empresa fabrica un producto que tiene costos variables de $6 (d6lares) por uni-
dad y costos fijos de $80,000. Cada unidad tiene un precio de venta de $10. Exprese la utilidad
en funcién del ntiimero de unidades g vendidas.

D 5.1.7 Una empresa de bienes raices es propietaria de un conjunto de departamentos que
consta de 70 de ellos. Se puede rentar cada uno de los departamentos en $250 (d6lares) al mes.
Sin embargo, por cada $10 que se aumenten a la renta cada mes se tendran dos departamen-
tos desocupados sin posibilidad de alquilarlos. Exprese el ingreso en funcién del nimero de
departamentos desocupados.

@518 Una compafiia que fabrica maquinaria tiene un plan de incentivos para sus ven-
dedores. Cada uno obtiene $40 de comisién por cada unidad que vende. Por cada méquina
vendida, por encima de 600, se aumentara la comisiéon en $0.04 por cada una. Por ejemplo, la
comisién sobre cada una de 602 maquinas vendidas seria de $40.08. Exprese la comisién CM
del vendedor en funcién del niimero de médquinas vendidas sobre 600.

Se desea fabricar una caja sin tapa, de base cuadrada, cuyos materiales
@ 519 Para los lados cuestan $3 el cm? y, para el fondo, $4 el cm?. Si el costo

de los materiales debe ser de $48, exprese el volumen V = x?h dela |
caja como funcién de x. X

Operaciones con funciones. Composicion e inversa
Funciones especiales. Sea f : R =+ R
a.) Funcion constante: f(x) = K paratodo x € R y K constante fija.
b.) Funcién nula: f(x) =0 paratodo x € R
c.) Funcion lineal: f(x) =mx+b con m,b € R
d.) Funci6n cuadratica: f(x) =ax*+bx+ccona, bc € Rya#0

e.) Funcion creciente: Se dice que f es creciente en [a,b] si para tod x1, xo € [a,b] tal que x1 > x7
entonces f(x1) > f(x2)
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f.) Funcién creciente: Se dice que f es decreciente en [a,b] si para todo x1, xo € [a,b] tal que x1 > x»
entonces f(x1)<f(x2)

Operaciones con funciones.Sean f:R—+R y ¢g:R =R

a) (fEg)(x) = f(x) £g(x)
b) (f-g)(x) = f(x)-g(x)

Composicion de funciones.Si f: A— B y g:B— A entonces

(fog)x) = f(g(x)) y (gof)(x) = g(f(x))

Ejemplo 5.8 (Composicion de funciones).

a) Si f(x) =2x>+x+1y g(x) =+/x+4, entonces

(feg)(x) = f(g(x))

(g0 = g(f(x)
= V@) +4
— VI xTi+4

b) Si f(x) =x*+x y g(x) = Jﬁlﬁ' entonces
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(fe)x) = f(g(x))

(gof)(x) = g(f(x))

(f(x))° J{f(X)

(3 +xP+x3+x

76

Inversas. Una funcién f : A — B es inyectiva o “uno a uno” si cada imagen b € B solo tiene una pre-
imagen a € A. Lafuncién f : A — B es sobreyectiva si el conjunto de imagenes de fes B.Si f: A — B

es inyectiva y sobreyectiva, se dice biyectiva.

Si f: A— B esbiyectiva, existe una funciéon g : B — A tal que

(fog)(x) = x y (8of)(x) = x

A esta funcion g se le llama funcién inversa de f y se denota g(x) = f~1(x)

Ejemplo 5.9 (Inversas).

-1
Sea f:R =+ R, f(x)=2x+ 1. Entonces su inversa es g(x) = Al

Para verificarlo, debemos establecer que

(feg)x) = x y (gof)(x) = «x

es decir,

flgx)) = x y g(f(x)) = x
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(fog)x) = f(g(x)) (8o f)(x) = g(f(x))

_ flx) -1
= 2(g(x))+1 - 2
2x+1—-1
x—1 _
= 2( > >—|—1 2
2x
= x—14+1 =« = 5 = X

Ejercicios
521 Sea f(x) =x>—x+1vy g(x) = v/x — 1. Determine (fog)(x) y (go f)(x)

522 sea flx) = x—2|—1 y g(x) = xi—l—l Determine (fog)(x) y (go f)(x)

@523 sea flx)=x4+2y g(x) = xlﬁ Determine (fog)(x) y (go f)(x)

@524 Sea f(x) =x+2y g(x) =x—2. Verifique que g es la inversa de f

525 sea flx)=x+2y g(x) = %H Verifique que g 1o es la inversa de f

526 Sea g(w) = Z;Uj_; y f(w) = 3w;|—21. Verifique que f eslainversa de ¢
527 sea H(g) = ? -3y R(g) = q% Verifique que H es la inversa de R

@528 sea flx) = % y g(x) = % Verifique que g es la inversa de f

529 sea f:[0,00] = [0,00], con f(x) =%y g(x) = \/x. Verifique que ¢ es la inversa
de f

@ 5210 Sea f:] —0,0] = [0,00], con f(x) = x? y g(x) = —+/x. Verifique que g es la
inversa de f

5211 si f(x) =2y g(x) =x+1, calcule (fofog)(x)

5212 si g(x) =x+1, calcule (gogog)(x)
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5.3 Funcion lineal

La funcién lineal f(x) = mx + b tiene dominio R y 4&mbito R y tiene como representacion grafica una
linea recta. Si la recta L tiene ecuaciéon L : y = mx + b, entonces

a.) pendiente de la recta. Si m > 0 la recta es creciente, y si m < 0 la recta es decreciente.

b.) Interseccién coneleje Y es y =b

. . b .
c.) Interseccién con el eje X es x = — sim #0

Ejemplo 5.10

Consideremos la recta L de ecuacién y = —x +2

=—x+2

» =<

a.) Pendiente de la recta m = —1 (decreciente)

w

b.) Interseccién coneleje Y es y =2

2
c.) Interseccién con el eje X es x = = 2 !

Consideremos la recta L de ecuacién y = 2x4— + 411 Simplificando, la ecuacién de la recta es
1 1
L: y= ¥—5
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(creciente) os

N[ —

a.) Pendiente de la recta m =

1

b.) Interseccién conel eje Y es y = —3 2 > / >

c.) Interseccién conel eje X es x =1

\j

Rectas horizontales, rectas verticales. La funcién constante y = k con k € R, tiene como represen-
tacién grafica una linea horizontal. La recta de ecuacién x =k, con k € R, tiene como representacion
gréfica una linea vertical

—_—y=2 =—x=2
A

\/

Rectas por el origen. La recta de ecuaciéon y = mx pasa por el origen (0,0). Para realizar la represen-
tacion gréfica necesitamos dos puntos: (0,0) y otro punto, por ejemplo (1,m)
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Consideremos la recta L de ecuacién 2y — 4x = 0. Simplificando, la ecuacién de la recta es

L: y=2x
y=2x
A
a.) Pendiente de la recta m = 2
4
b.) Interseccién coneleje Y es y =0
2
c.) Interseccién conel eje X es x =0
) -1 1 2 T
d.) Larecta pasa por los puntos (0,0) y (1,2)
—o
-4

Paralelismo, perpendicularidad e interseccion

Consideremos lasrectas L1 : y =mix+by y La: y = myx + by.
a.) L; y L, son paralelassi m; = m»

b.) L1 y L, son perpendiculares si 1 - m, = —1

c.) El punto de interseccién entre las rectas (si hubiera) es (xo, ) donde x = x( es la solucion de la

ecuacién
myx + by = mox + by

Si hubiera solucién, yo se obtiene evaluando x = xp en cualquiera de las rectas, por ejemplo

Yo = moxg + by
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a) Lasrectas Ly : y =2xy Ly : y = 2x+1 son
paralelas pues m1y = 2 = m;p

3 2
b.) Lasrectas L1 : y = 2X Y L: y= —gx—i-l son
perpendiculares pues
my - my = SO -1
1My =5 =3 =

81

\

c.) Considere las rectas L1 y L, donde L; : y =2xy L, : y = —x+3. El punto de

interseccién se obtiene asi

@ 2x=—x+3 — x=1

@ Para obtener la coordenada y evaluamos el valor obtenido x = 1 en cualquiera de las
dos ecuaciones, por ejemplo en y = 2x : Tenemos y =2-1 =2

Punto de interseccién: (1,2)
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— = 2X ==y =—x+3

Recta que pasa por dos puntos. Si la recta L pasa por los puntos (xo,10) y (x1,41) entonces

Yo—n

a.) Pendiente m =
X0 — X1

b.) y=mx+b con b =y; —mx; otambién b = yo — mxo

Ejemplo 5.14

Determine la ecuacién de la recta L, si se sabe que pasa por los puntos (3,2) y 5,5.

Solucién: Tenemos (3,2) y (5,5), entonces

T7T T7T
X0 Yo X1 V1
o mo20.7
~ 3-5 2
3 13
=2_ _~.3=_=
e b > 3 >
3 13
Li: y=—x+—
1 Y=5%t 5

82
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Determine la ecuacién de la recta L; que pasa por el punto (2,3) y es perpendicular a la recta
L: y=-3x-5.

Solucién: Si L; : y — myx + b; entonces

1
@ Como L; y L son perpendiculares: ;- —3 = -1 = m; = 3
1 7
@ La recta pasa por (2,3), entonces by =3 — - -2 = =
3 3
T7T
X0 Yo
x 7
Li: y== +3
1t Yy=3%3
—
Ejercicios

@ 53.1 Realice el grafico de las siguientes funciones lineales. Indique la pendiente, si es
creciente o decreciente y las intersecciones con los ejes (si hubiera)

a)y=3x—-1
b)y=1-3x
c)y=2x—-1
d)y=2x+1
e)y=1
f)y=20

@532 Paralas siguientes funciones lineales, determine el punto de interseccién (si hubie-
ra) y realice la gréfica de ambas rectas en el mismo sistema de ejes.

a) Lj: y=3x—-1, Lr: y=23x
b)Li: y=1-3x Ly: y=x-2
c¢)Li: y=2x—-1 L: y=1

2—x+1
4 2

d)Li: y=2x+1 Ly: y=
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2—x 1

4 +2
f)Li: y=0 Lp: y=3x—-5

e)Li: y=1 Ly: y=

@ 5.3.3 Hallar la ecuacién de la recta que contiene a los puntos (3, —2) y (5, —6)

@ 5.3.4 Calcular la ecuacién de la recta que contiene al punto (5,2) y tiene una pendiente
igual a —2

D 5.3.5 Hallar la ecuacion de la recta que contiene al punto (2,3) y es paralela a la recta
cuya ecuaciones2x +y —1 =10

@ 5.3.6 Hallar la ecuacion de la recta que contiene al punto (2,3) y es perpendicular a la
recta cuya ecuaciones2x +y —1 =0

D 5.3.7 Hallar la ecuacion de la recta L si se sabe que interseca alarecta L1 : 2x+3 en
x = 2 y es perpendicular a la recta que pasa por los puntos (1,1) y 2,3

@ 5338 Considerelarecta L : y=(1—k)x+1 con k € R. Determine el o los valores de
k (si hubieran) si se sabe que
1—2x

3

a.) L esparalelaa Ly: y=3—

2x — 2

b.) L esperpendiculara Ly : y =3 — 5

c.) L pasa por el punto (1,3)

Funcion cuadratica

La funcién cuadrética f(x) = ax?+ bx + ¢ con a # 0, tiene como representatacion grafica una parabola.

a.) Si a > 0 entonces la parabola es concava hacia arriba y si 2 < 0 entonces la pardbola es concava
hacia abajo.

b.) El vértice tiene coordenadas —E, A
2a°  4a

c.) Lainterseccion coneleje Y es y =c

—b A —b— VA
d.) Si A >0, las intersecciones con el eje X son x; = ;\F y X2 = M\F
—b
e.) Si A =0, la pardbola interseca X en x; = TR si A < 0 la pardbola no interseca al X

f.) El dominio de una funcién cuadratica es R
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g.) El ambito de una funcién cuadrética depende del vértice y la concavidad:

4

A
@ Si a > 0 entonces el &mbito es [—4— oo[

A
@ Si g < 0 entonces el ambito es ]—oo, ——]

b
Figura 5.3: Creciente {— 50 +00, [

~N

Figura 5.5: Positiva en | — o0, x1[U]xp, 00[

a<0 a<0

a<0

-3

. b
Figura 5.6: Ambito } —00, — %] Figura 5.7: Creciente } —00, — —}

b
% Figura 5.8: Decreciente {— 2’ +o00, {
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A a<0 a<0

-2 -1 X1 b X2 -2 -1
" 2a

I .

Figura 5.9: Positiva en ]x1, xo[ y negativaen | — o0, x1[U]x, 0]

Ejemplo 5.16

Para cada una de las siguientes funciones cuadréticas, determine concavidad, vértice, &mbito, in-
terseccion con eje Y e interseccién con eje X y realice su representacién gréfica.

a)y=x>—-2x—1
b) y=—-x*+2x+1
c)y=x*-2x+1
d) y=—-2x*+4x -2
e) y=x*—2x+2

f)y=—x>+2x-2

Solucién:

a) y=x>—2x—1
@ Concava hacia arriba pues a =1 > 0.
@ Vértice V = (1,-2)
@ Ambito [—2,00]

@ Interseccién con el eje X :

x1:%(2—2\/§>, XQI%(Z\/E—FZ)

@ Interseccion coneleje Y: y = —1
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b) y=—-x>+2x+1
@ Coéncava hacia abajo pues 2 = —1 < 0.
@ Vértice V = (1,2)
@ Ambito | —o0,2]

@ Interseccién con el eje X :

1 1
x1—§(2+2\/§>, Xz—i(—Z\/E+2>
@ Interseccion conelejeY: y =1

c)y=x>—2x+1
@ Concava hacia arriba pues a =1 > 0.
@ Vértice V = (1,0)
@ Ambito [0, 0]
@ Interseccién coneleje X: x =1

@ Interseccion conelejeY: y =1

d) y=—-2x*+4x-2
@ Coéncava hacia abajo pues a = —2 < 0.
@ Vértice V = (1,0)
@ Ambito | — 0, 0]
@ Interseccién coneleje X: x =1

@ Intersecciéon coneleje Y: y = —2

e) y=x>—2x+2
@ Coéncava hacia aarriba pues a =1 > 0.
@ Vértice V = (1,1)
@ Ambito [1,00] t

@ Interseccién con el eje X : No hay pues A = o —
-4 <0

@ Intersecciéon coneleje Y: y =2
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f)y=—x2+2x-2 A

@ Coéncava hacia abajo pues a = —1 < 0. )
@ Vértice V = (1,-1) |
@ Ambito | — co, —1] ! bt
@ Interseccién con el eje X : No hay pues A = N

-4 <0
@ Interseccién conelejeY: y = —2 Z

Ejemplo 5.17

Determine la ecuacién de al parébola que pasa por los puntos (0,1), (2,—1) y (3,4).

Solucién: La ecuacién de la pardbola es y = ax* + bx + c. Sustituyendo los valores de x y y que
nos dan cada par ordenado obtenemos

1 = 02a40-b+c
-1 = 22.a+42-b+c
4 = 32.a+43-b+c

00 1| 1
La matriz ampliada de este sistemaes [ 4 2 1| —1
9 3 1| 4
Resolviendo el sistema obtenemos a = 2, b = —5 y ¢ = 1. Entonces la ecuacién de la parédbola es

y=2x>—5x+1.
—

Ejemplo 5.18

147
Determine la ecuacién de la pardbola con vértice en <— 5 4> y contiene al punto (1, —30)
Solucién: La ecuacién es y = ax? + bx + ¢. Como tenemos tres incognitas necesitamos tres

ecuaciones. Usamos la informacién del vértice y el hecho de que (1,—30) debe satisfacer la
ecuacion de la pardbola.
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( b1
20 2
_b2—4ac B _g
4qa o 4
\ -30 = a(1)>+b(1)+c

Ahora, despejamos en la primera ecuacién y sustituimos en la segunda ecuacién y luego en la

tercera:
r AN = b=u
2 2 N
Q sustituimos b = a
2 _
_@—dac M7 47— 4 — 147+ 4c
4a 4
€> sustituimos b = aya = 147 + 4c
—30 = (147 +4c)(1)?>+ (147 +4c)(1) +¢c = c= —36

R/ y=3x>+3x—36

Ejercicios

@ 5.4.1 Paracada una de las siguientes funciones cuadraticas, determine concavidad, vérti-
ce, interseccién con eje Y e interseccion con eje X (si hubiera) y realice su representacién gréfica.

a)y=x>—2x—1 d) y=—2x*+4x -2
b)y=2-2(x—1)2 e) y=x*—2x+2

2 1 2
c)y=x"—2x+1 f.)y:—z(x—l) -1

@ 54.2 Determine la ecuacion de la parabola que pasa por los puntos (—2,1), (1,—-3) y
(2,4)

@ 5.4.3 Determine la ecuacion de la pardbola que pasa por los puntos (—2,1), (1,3) y
(2/ _4)
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B 5.4.4 Determine la ecuacion de la pardbola que tienenvértice en (1, —1) e interseca al eje
Yeny=2

@ 54.5 Determine la ecuacion de la pardbola que intersecaaleje X en x = -2y x =1y
que contiene al punto (—1,3)

@ 5.4.6 Determine la ecuacién de la pardbola que intersecaaleje X en x = -3y x =2 e
intersecaaleje Y en y =2

@ 5.4.7 Considere las siguientes funciones y su representacion grafica. Determine los in-
tervalos donde la funcién es creciente, y donde es decreciente, donde es positiva y donde es
negativa. Determine el punto méximo o el punto minimo, segtin corresponda. También deter-
mine la interseccién con los ejes.

y:—1—2x+x2 y=1+2x—x2 y:1—2x+x2
1=1>0,A=8>0 a=-1<0,A=8>0 a=-2<0,A=0

A

A

y=-—2+4x—2x> y=2-2x+x2 y=—2+2x — x?
a=1>0,A=0 a=1>0A=-4<0 a=-1>0A=-4<0

2 2

A

D 5.4.8 Considere la funcién f cuya representacién gréfica se da en la figura que sigue.
Determine dominio, &mbito, intervalos donde crece e intervalos donde decrece. intervalos don-
de es positiva y donde es negativa. Indique ademads cuéles son los “ceros” de esta funcién y

calcule f(5), (fof)(5)
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A

D 5.4.9 Considere la funcién f cuya representacion gréfica se da en la figura que sigue.
Determine dominio, &mbito, intervalos donde crece e intervalos donde decrece. intervalos don-
de es positiva y donde es negativa. Indique ademas cuéles son los “ceros” de esta funcién y

calcule f(11), (fo f)(—3)

5410 [MBA, IIP. 2014] Considere la funcién f cuya representacion grafica se da en la
tigura que sigue. Determine el dominio, el &mbito, intervalos donde crece e intervalos donde
decrece, indique cuéles son los “ceros” de esta funcion. Calcule también f(—4) y (fo f)(4)
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YA

5.5 Interseccion entre curvas.

El o los puntos de interseccion entre curvas de ecuaciéon y = f(x) y y = g(x) se obtiene resolviendo
f(x) = g(x). Para cada solucién x = x; es una solucion de esta ecuacion, el punto de interseccion

obtenido es (x;, f(x;)) o también, (x;, g(x;)).

Ejemplo 5.19

Determine el punto de interseccién entre las curvas y realice la representacion grafica

a) y=2x—1 y y=23x?
b)y=1-3x* y y=x*-2
c)y=2x*-1y y=1
Solucién:

a.) 2x—1 = 3x2 = 3x2—-2x+1=0,A<0, no hay interseccién

V3

b)1-3x>=x*-2 = 42 -3=0 = x=j:7

Evaluando estos valores de x en y = x> — 1 obtenemos los puntos de interseccion:
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( \/5 5
~% 71
\/§ 5

\ 27 4

(=11
c)2x2—1=1 = x>=1 = +1 = puntos de intersecci6n:
(1,1)
—2 - y—2x2—1 -y =1

Ejercicios

@ 5.5.1 Determine el o los puntos de interseccion (si hubiera) entre los siguientes pares de
curvas.

a)y=2x>—1vy y=-3(x—-1)2+2
b)y=1-3x2 y y=2x>—1
c)y=2x>-1yy=x
d.)y:2x—1yy:%
e-)y=x2+1yy=%

X _1—x
x+1yy_ 2

f)y=
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Aplicaciones funcion lineal y funcion cuadratica

Recordemos que la utilidad es U = pgq — Costos. Si p y los costos estdn en funcién de g entonces
U = U(g), esdecir U es una funcién de 4. Si g y los costos estan en funcién de p entonces U = U(p),
es decir U es una funcién de p.

Ejemplo 5.20 (Ingreso mdaximo)

En un cine con capacidad para 800 personas se sabe que si se cobra a $12 la entrada asisten 800
personas y que por cada $2 de aumento en el costo la entrada disminuye en 80 el nimero de
espectadores. Determine el valor de la entrada que maximiza el ingreso e indique cudl es este
ingreso maximo.

Solucion: Sea n el nimero de aumentos de $2. Entonces la cantidad de personas que asisten es
g = 800 — 80n y el precio de la entrada es 12 + 2n doélares. El ingreso en funcién de n es

I(n) = (800 — 80n)(12 4 2n) = —160n> + 6401 + 9600

Esta es una pardbola céncava hacia abajo, es decir, el ingreso maximo se puede obtener con el
vértice.

I(n) (ingreso)

El ingreso es maximo si el nimero de aumentos es A Ingreso maximo 7(2) = 10240
o_ b 60 T

T2 2160 T

a.) Asisten g =800 — 80 -2 = 640 personas 8000

6000

b.) Valor de la entrada p =124 2-2 = 16 délares

4000

c.) El ingreso maximo es I = 640 -16 = 10240 do- 2000
lares

-
'

-l2 P 4 6 8 h\
n (# aumentos
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Ejemplo 5.21 (Funcién lineal de la demanda)

Se sabe que los comsumidores demandaran 40 unidades de un producto cuando el precio es
de $12 por unidad y 25 unidades cuando el precio es de $18. Hallar la ecuacién de demanda,
suponiendo que esta ecuacion es lineal: p =mq+b.

Solucion: La ecuaciéon de demanda es una ecuacion que expresa la relacion que existe entre q y p,
donde g es la cantidad de articulos que los consumidores estdn dispuestos a comprar a un precio
p. La ecuacién (lineal) de demanda en funcién de g es p = mg + b donde g esla demanday p
es el precio.

Tenemos los datos (40,12) y (25,18), entonces

T 71 T 7T
e o p(q)
_pz—p1_18—12__g
A M= T %40 5 .

2 2
b) b=p— —= g =12+ =-40 = 28

5 5 20 20 50 \
2
R/ Laecuacién de demandaes p = —54 +28 Es -20

una funcién decreciente, es decir, la demanda aumen-
ta si el precio baja.

La funcién de demanda para el producto de un fabricante es p = 3000 — 3q donde p es el precio
unitario y g es la demanda semanal. Obtener el nivel de produccién que maximiza el ingreso y
determinar este ingreso maximo.

Solucion: El ingreso es

I(g) = (3000 —3q) g = 3000q — 34>
%/ N~ T T
precio demanda

Esta ecuacion corresponde a una pardbola concava hacia abajo, es decir, tenemos ingreso maximo
en el vértice.
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b A
) Vértice | ——, ——
a.) er1ce< o 4a)

3000

30007

(qmax, (qmax)) = (—2 3 " 1.-3

b.) Nivel de produccién gysx = 500
c.) Ingreso maximo I(500) = 75000

Ejemplo 5.23 (Punto de equilibrio)

La demanda para un bien producido por una fabrica
tiene ecuacién p? + > = 169 donde p es precio
y g es la cantidad demendada. Si la funcién de
ofertaes p = q+7, ;cudl es el precio y la cantidad

demandada en el punto de equilibrio?

Solucion: El precio y la cantidad demandada en el

punto de equiibrio se obtienen resolviendo

169

{ p
P+

)

600000

400000

200000

5.6. APLICACIONES FUNCION LINEAL Y FUNCION CUADRATICA (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 96

I(q) A/ Ingreso maximo /(500) = 75000

200 400 600 800 q

g =500

—PP+7P=169, —p=q+7
p(@)
u

\j
)

Despejamos p en la primera ecuacion (ya estd hecho) y lo sustituimos en la segunda ecuacién

{ p = q+7

(q+7)2+g> = 169 = 2¢°+149—120=0 = g=-12 0 q=5

Entonces el punto de equilibrio es (5, p(5)) = (5,12)

R/ El precio de equilibrio es p(q) = 12 y la demanda de equilibrioes ¢ =5
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Ejercicios

@ 5.6.1 Una empresa de bienes raices es propietaria de un conjunto de departamentos que
consta de 70 de ellos. Se puede rentar cada uno de los departamentos en $250 (d6lares) al mes.
Sin embargo, por cada $10 que se aumenten a la renta cada mes se tendran dos departamen-
tos desocupados sin posibilidad de alquilarlos. Determine la renta que permite maximizar el
ingreso e indique cudl es este ingreso maximo.

D 5.6.2 La ecuacién de demanda de cierto producto dice que si el el precio unitario de ven-
ta es p, en colones, entonces se venderan g = 16000 — 8p unidades. Si el costo de produccién es
C = 800000 + 400p, en colones, ;qué precio debe fijarse para obtener una utilidad maxima?

D 5.6.3 (MBA, Il P2019) La funcién de demanda para una linea de reglas de pléstico de una
compafiia de articulos de oficina es p = 0.9 — 0.0004g, en donde p es el precio (en délares) por
unidad cuando los consumidores demandan g unidades (diarias). Determine el nivel de pro-
duccién que maximizaré el ingreso total del fabricante y determine este ingreso.

D564 (MBA, 1l P. 2014) Los helados Pingtiino tienen una ecuacién de demanda g = 4300 —
3p, donde p es el precio unitario en colones y g es el niimero de unidades vendidas por dia.
¢Cudl precio resultara en un ingreso maximo?

@ 5.6.5 (MBA, Rep. 2019) Para cierta compaiiia, las utilidades mensuales obtenidas al invertir
x délares al mes en publicidad estdn dadas por U(x) = —0.12x? + 510x — 25000.; Cudnto deben
invertir en publicidad para maximizar sus utilidades?

@ 5.6.6 (MBA, Il P 2015) Un producto tiene ecuacién de demanda g = 1500 + 75 p — 7.5 p?
donde p es el precio unitario, en délares, y g es el nimero de unidades que venden por sema-
na. ;Cual es el mayor niimero de unidades que se pueden vender en una semana?

D567 (MBA, I P. 2011) Un circo cobra (1 6000 de entrada y cada funcién se llena al méximo
de su capacidad de 800 espectadores. El administrador sabe que por cada (1100 de aumento
en el precio habra nueve espectadores menos. ;Qué precio se debe cobrar para maximizar el
ingreso por entradas?

Sistemas de inecuaciones

Una desigualdad lineal es una expresion del tipo
mx+ay+a3 <0, o mx-+ay+az3<0

o también
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amx+ay+a3 >0, o mx—+ay+az>0

La solucién de una desigualdad son los puntos (x,y) en la porcién del plano que satisfacen esta des-
igualdad.

Geométricamente, podemos despejar y y realizar la representacion gréfica de las desigualdades

y>mx+b, y>mx+b, y<mx+b otambiény <mx+b
A

\/

-1 1 2 -1 1 2

Un sistema de inecuaciones se resuelve graficamente, determinando la regién de interseccién entre las
regiones—solucion de las desigualdades del sistema.
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Ejemplo 5.24

< x+1
Resolver graficamente el sistema

y > —x+1

Resolvemos graficamente cada desigualdad por separado y luego resaltamos la interseccién de las
regiones—solucion.

y+2x-3 > 0
Resolver el sistema ¢ y —x < 0
y—1/2 >0

Resolvemos graficamente cada desigualdad por separado y luego resaltamos la intersecciéon de
las regiones—solucién.Primero realizamos la graficas de cada funcién.

y > —2x+3
El sistema es y < x

> 1/2
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1

1 ‘ 3

Ahora realizamos el grafico de cada desigualdad. Usamos linea punteada para indicar que la des-
igualdad es estricta.

-y < X -y > —2x+3
4 4t
\ \
\ \
2k \ 2l \
\ \
- | SR — - T —_
\ : \
1 2 3 1 2 3
\ \
\ \
2 \ , \
\ \
\ \
4 \ 4 )
\ \
A A
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- m—y>—2x+3, wmmy<x

N

Finalmente indicamos la interseccién

—y > —2x+3 wmm oy <x -y >

Ejercicios

@571 Resolver graficamente los siguientes sitemas de inecuaciones
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a.)

b.)

d.)

(

y >
y <
x =
y > —x—2
y < 2+4x
x > 0
2x+3y < 60
y =
x > 0
2x -3y > —12
3x+y > —6
y x
y+2x—-3 < 0
y—x S
y—1/2 >0

102
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Version actualizada (correcciones, nuevos ejemplos
y e€jercicios) de este lbro vy las aplicaciones CDF:
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/

http://www.matematicainteractivacr.com/
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6.1

Funcion Exponencial y Funcion
Logaritmica

Semanas 15 y 16

Funcion exponencial

Definicion 6.1
Seaa € R, a >0, a # 1, sellama funcién exponencial de base “a”, y se denota Exp . ala funcién
definida por:
Exp,: R — ]0,+oo]
x — a*

Escribimos Exp,(x) = a*. La restriccién a > 0, es indispensable, pues si a fuera cero o un ntimero ne-

. , . . _ 1

gativo, se presentarian algunas expresiones no definidas en R, tales como 0 L (-2)2, 0% etc. El caso
a =1 se ha excluido debido a que en este caso se tendria 1* = 1, para cada x € R, o sea que 1* es una
funcién constante.

Propiedades
@ Si a > 0, la funcién exponencial f(x) = a* es siempre positiva: a* > 0 paratoda x € R
@ La funcién exponencial f(x) = a* tiene dominio R y su ambito es |0, co|.

@ La funcién exponencial f(x) = a*ccon a > 1, siempre es creciente (y biyectiva, por tanto tiene
inversa en todo su dominio)
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@ La funcion exponencial f(x) = a*ccon 0 < a < 1, siempre es decreciente (y biyectiva, por tanto
tiene inversa en todo su dominio)

@ Si f(x) =a*, entonces f(0) =1y f(1)=a

@ La funcién exponencial de base e ~ 2,718281... se denota f(x) = e* y es una funcién positiva y
creciente (pues e > 1)
] X
2)

y = 2 y= <

A

©

Ejemplo 6.1

Realizar la representacién gréfica de y = 3*.

Solucion: Como conocemos la forma de la grafica, hacemos una tabla de valores y unimos los
puntos siguiendo la forma de la gréfica.
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x \ y=23"

—1. [0.333333 8
—0.5 | 0.57735

0. 1. .
0.5 |1.73205

1. 3.

1.5 |5.19615 !
2. 9.

25 | 15.5885 2
3. 27. A

-1.0 -05 05 1.0 15

Ejemplo 6.2 (Crecimiento desinhibido)

Una poblacién aumenta de acuerdo a la Ley de Crecimiento desinhibido si el nimero de organismos
N en el instante t viene dado por la férmula

N(t) = Noekt

donde N(0) = Np es el niumero inicial de organismos y k > 0 es la constante de proporcionalidad
que satisface la ecuacion

(Tasa instantanea de cambio de N (t) en el instante t) = kN(t).

Considere ahora el siguiente problema: Una colonia de bacterias crece exponencialmente segtin el
modelo N(t) = Npe??*! donde N indica los gramos (peso de la poblacién) después de t = dias.
Si la poblacién inicial pesaba 100 gramos, cudl es peso de la poblaciéon después de 5 dias y cuadl es
la tasa de crecimiento de la bacteria?

Solucién: La poblacion inicial (en gramos), en el instante t = 0 es N(0) = 100 entonces Ny = 100.
Después de 5 dias,

N(5) = 100 - e*%4° ~ 125.2 gramos

La tasa de crecimiento es k- 100 =4.5%
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Ejercicios

@ 6.1.1 Realizar la representacion gréfica de las siguientes funciones exponenciales

o= (1) 0 =

e) y=27%
b) y=4F /

1
c) y=e f,)y:z—x

Funcion logaritmica

Como la funcién exponencial es biyectiva, entonces existe su funcién inversa, a esta funcién la llamamos
funcién logaritmica.

Definicion 6.2
Seaa € R, a>0ya#1,sea f la funcién definida por f(x) = a¥, la funcién f~!, inversa de
f, se llama funcién logaritmica de base a y la denotamos “log,”. La expresién y = log,(x) se lee
“logaritmo de y en base a”.

En particular: Si 2 = e entonces escribimos y = £n(x) en vez de y = log,(x) y si a = 10,
escribimos simplemente y = log(x).

Entonces Exp, : R — |0,+o0o[ y log, : |0,+0o[ — R. Por lo anterior podemos decir que: Si
a€R,a>0, a#1, x€R, ye€]0,+oo]

log,y=x <= a* =y

y=log,(x), 0<a<1l

y=log,(x), a>1 2

Sal\”

Observaciones
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1) La funcién logaritmica esta definida tinicamente para ntimeros reales mayores que cero.

2) Labase de la funcion logaritmica es un ntimero real positivo diferente de uno.
Ejemplo 6.3
a) 8=2"=3=1o0g,8

b) 49=7" = 2 =log,49

Ejemplo 6.4 (Representacion grafica)

Realizar la representacion grafica de y = €n(x).

Solucion: Como conocemos la forma de la grafica, hacemos una tabla de valores y unimos estos
puntos de acuerdo a la forma esperada.

x |y=tn(x) 15‘ y = {n(x)
0.5 [ —0.693147 1:0
1. |o. N
1.5 | 0.405465
2. | 0.693147 2 3
2.5 | 0.916291 108
3. | 1.09861 1o
-15

Ejemplo 6.5

Determine el dominio de y = €n(2 — 3x).

Solucion: Las funciones logaritmicas log, (1) solo estan definidas si u > 0.
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2 2
Si y = €n(2 —3x) entonces 2 —3x >0 = ¥x<g = DyZ]—OO, 3[

—
Ejemplo 6.6
Determine el dominio de y = * + !
Y=t —x) " tn(x)
2—x > 0
Solucion: Necesitamos ¢ 2—x # 1, pues £n(l)=0
x > 0 yx#1, pues £€n(l)=0
2—x > 0 = x<2 —°;< I— o
Entonces ¢ 2—x # 1 —= x#1 0o 1 2
x > 0
R/ D, =]0,2[ {1}
—

Ejercicios
@ 6.2.1 Para cada una de las siguientes funciones, determine su dominio méximo.
a.) y = log,(x)
b.) y = log;,(x)
c.) y =10g; 5 (x)
d.) y = €n(2x)
e) y=4~Ln(x*>—1)
f) y=1log, ,»(1—x)

X

= 1 N f— |
g)y (5 —x) Cuidado: £n(1) = 0!

b 1
b)Y = =y T —2)
i) f(x) =vVxZ+x3+L€n(—6—x)

@ 6.2.2 Realizar la representacion gréfica de las siguientes funciones logaritmicas
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a.) y =log,(x) d.) y = €n(2x)
b.) y = log;y(x) e) y=~fn(x*>-1), x> —1>0
c) y =1log;,»(x) f) y=1log,p(1—x), 1 x>0

Algunas propiedades de la funcion logaritmica

log,x  £n(x)
log,a  £n(a)

Cambio de base: log, x =
Sif(x)=log,x, a>1

1) log,1=0,puesa’=1

2) log,a=1puesal =a

3) f esbiyectiva.

4)  f es creciente en todo su dominio.
Sig(x) =log,x, 0<a<l1

1) log,1=0,puesa’=1

2) log,a=1puesal =a

3) g esbiyectiva.

4) g es decreciente en todo su dominio.

La funcién logaritmica es inversa de la exponencial.

Seaa € R, a> 0y a#1, comoExp, ylog, sonfunciones mutuamente inversas entonces al calcular
la composicion de estas dos funciones se obtiene :

a.) log, (a*) = u

b.) alos.() = y
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Ejemplo 6.7

a) log; (3%*!) =2x+1 c) fIn(eth) =x+1

b.) 510g5(x2+1) =x24+1 d.) etn(x=1) — 5 _q

Propiedades de la funcién exponencial y funcién logaritmo

a)Sia>0,d"=d"=u=w
b.) SiaeR,a>0,a#1, uc]0,+oo], we]0,+00]
(L) log,u =log, w = u =w (IIL) log, (u”) = w-log,u

(IL) log,( u-w) = log, u + log, w u
(IV)) log, <5> = log,u —log, w

Ejemplo 6.8

a.) €n(5-3%) = €n(5) + €n (3*)) = €n(5) + x €n(3)

b.) 3-€n(y) + €n(z) = €n () + €n(z) = £n (y° - 2)

c) 3-ln(y) —4-n(z) = €n () — €n(z*) = Ln <y_3)

Ejemplo 6.9

—10 3
Simplifique la siguiente expresién M

3 — Ln [x(x —10)]

Solucion:

Primera manera.
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gm (x—10° — fnfx(x—10)] = £n(x—10)*3 — £n[x(x —10)]
/]\
bn (u*) = o Ln(u)
= fn(x —10)2 — Ln[x(x —10)]

1
n(u) —£€n(v) = €n (%)
_, [(x—10p
= fn [x(x - 10)]
x—10
()
Segunda manera.
g In (x—10)> — en[x(x—10)] = 2€n(x—10) — (n(x) + £n(x —10))

T T

Ln (x*) = o - £n(x) Ln(x-y) = €n(x) + Ln(y)
= fn(x—10) — £n(x)

~ (x—lO)
X

—
Simplifiquela al maximo la expresién: 2logs(bx + by) — logs(x* — y?) — 3logs b
Solucién:
2logs(bx + by) —logs(x* —y?) —3logs b = logs(bx + by)? — logs(x* — y?) — logs b°
bx + by)?
= log; —( P yy2> — log; b3
b2 (x +y)?
= lo
5 =)y
_ (x+y)
IR
—
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6.3 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Para resolver ecuaciones con exponenciales o con logaritmos, usamos propiedades de la funcién expo-
nencial, propiedades de la funcién logaritmo e inversas

a) log,(a*) = u y Inu”) = win(u)
b) alogn(u) = U
c)a*=a"—u=v

d.) log,u=1log,v=u=v

Ejemplo 6.11

Resolver la ecuacién e* =5

Solucion: e™* =5 = fn(e ™) =n(5) = —x=4€n(5) = x = —¥n(5)

Ejemplo 6.12

Resolver la ecuacién e*(x> —1) =0
Solucién: e¥(x* —1) =0 = x*—-1=0 = x=1y x=-1

4

e >0

Ejemplo 6.13

Resolver la ecuacién 21 = 3%

Solucioén:
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27l =3 — In (271 = n(3Y)

)
(x—1)en(2) = x£n(3)

) = £n(2)

)

x (6n(2) — €n(3)) = £n(2)
_
YT @) — n(3)
—
Resolver la ecuacién 5-2¥1 = 7.3*
Solucion:
5.1 =7.3" = ln(5-2°71) = 4n(7-3%)
In(5)+ (x—1)n(2) = £n(7)+ x€n(3)
xfn(2) —x€n(3) = £n(2) —£€n(5)+ n(7)
x (bn(2) — €n(3)) = £n(2) —n(5) + £n(7)
_ Un(2) —£n(5)+ €n(7)
* n(2) — €n(3)
—

Ejemplo 6.15 (Sustitucion)

Resolver 2¢%* —2¢*¥ — 12 =0

Solucién: La ecuacién s epuede reescribir como 2(e¥)? — 2¢* — 12 = 0. Hacemos la sustitucién
u = ¢* ynos queda

u = 3 u=e* ef = 3 = x=14{n(3)

2 -2u-12=0= ¢ ~_ .,
N e* = —2 = nohay solucién pues e* > 0

R/x = £n(3)
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Ejemplo 6.16
Resolver 372¥t5 =1

Solucion: Aplicamos inversa a ambos lados

log, (37%) = logy (1)

—2x+5 = 0
—2x = =5
L5
2

Asf, el conjunto solucién de 373 1° =1 es S = {;}

Ejemplo 6.17

Resolver £n (x? + 8x + 15) = £n(15)
Solucion: aplicamos inversa (exponencial) a ambos lados
(P +8x+15)  _  en(15)

x>+8x+15 = 15

+8 = 0
x(x+8) = 0
x=0 o x=-8

Las soluciones deben estar en el dominio de y = €n (x? + 8x + 15) . Podemos hacer una prueba
para incluir o descartar soluciones

a) Six=0, n(0>+8-0+15) = £n(15) v
b.) Si x=—8, fn((—8)2+8-—8+15) =€n(15) v .. S={0, —8}
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Ejemplo 6.18

a (x —10)3
2n (x — 101 (x3 10) —fn [x(x —10)] = £n (%)

Resuelver

Solucion: Primero simplificamos y luego aplicamos inversa

en(x— 1003 — enx(x—10)] = fn (%)
In(x —10)? — ln[x(x—10)] = #n (%

In <x—xlO) = En(
m(x;m) _ @(%)

x —10
X 2

Ahora debemos hacer la prueba:

20n (20 —10)3
3

— £n [20(20 — 10)] = 26n (10) — £n(10 - 20) = £n (10) — £n(20) = £n <%> v

Ejemplo 6.19 (Crecimiento desinhibido)

Una colonia de bacterias crece exponencialmente segtn el modelo N(t) = 100¢%%5! donde N
indica los gramos (peso de la poblacién) después de t = dias. ;En cuanto tiempo la poblacién (en
gramos) llega a 140 gramos?

Solucién: Necesitamos determinar ¢ tal que N(t) = 140
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1000045t —

60'045 t

n (60'045 t)

0.045t =

Ejercicios

140
1.4
ln(1.4)

€n(1.4) (pues€n(e) =1)

In(1.4)

~ 7.5 di
0.045 5 dias

@ 6.3.1 Verifique cada una de las siguientes identidades:

3_1 2x
a.) log [%} =3-log x +2x — x*

b.) log, \3/ 2V/3 = log, V2 — log, x

117

@ 6.3.2 Resuelvacada una delas siguientes ecuaciones (recuerde que en las ecuaciones con
logaritmos debemos hacer una verificacién).

1) 32x+2 _5.3x+1 —

2) 32x+2_5,3x+1_6:0

3)9.32* —15.3¥ —6 =0

4) Resolver la ecuacién e™2 —2e ¥ —2 =10

5 92-371=0

6) 9°2-5.3""1=0

7) 9r-l43r-1_2=0
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8)

1
9) (MBA-3P-2013) 271-¥ . o = gw/2

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

31-2x — 9x+5

10772x — 3573x

5x+2:4x—1
—n(x—1)=2
—log,(x —2) =1
In/x =+In x
24n(1+ x)
il Sl |
n(x +2)

—1—4fnx
—1+4nx = VP rEee

In (x®) = (In x)*
nx® = (bnx)3

Lnx* = log* x

log[x 4+ 1] =1 —log(x)

log[x + 1] =1+ log(x)

2 logs(x —2) —logs(x +-4) = logs 3

In(2x+7)—€n(x—1) =€n5
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1
24)  —log, (—) =2+log,(x —2)
x—2
25) log(1 —a) +log(—a) = log(2 —a)
26) (2% —4) [en(1—y)—1] =0

27) (MBA-3P-2011) log, (12 — 4) = 2+ log, (r + 2)?

@ 633 Sea f(x) =a-b* conab € R, b >0.Si (1,-2/3) y (—=1,—6) pertenecen al
grafico de f, determine a y b y determine los puntos de interseccion de de esta funcién con
los ejes coordenados.

@ 6.3.4 (MBA-3P-2011) Una colonia de mosquitos tiene un crecimiento exponencial, modela-
do por larelacién P(t) = a-b' ,donde t es el ntimero de dfas desde el inicio y P es el ntimero de
individuos. Inicialmente habia 1000 mosquitos y después de un dia la poblacién llegé a 1800.

a.) ¢(Cuantos mosquitos habra en la colonia después de tres dias?
b.) ¢En cuédnto tiempo llegara la colonia a tener 10 000 mosquitos?
@ 6.3.5 (MBA-3PExtr-2011) El valor de una propiedad aumenta exponencialmente con el tiem-

po. La propiedad se compro hace cinco afios. Hace tres afios su valor era @1 11.5 millones, y hoy
esta valorada en (1 16 millones. ;Cuél fue el precio de compra?

@ 6.3.6 Una ecuacion de demanda para un producto es p = 121791, Use logaritmos en
base 10 para expresar g en funcién de p

@ 6.3.7 La poblacién P de una ciudad crece a una tasa de 2% anuales y se sabe que la

ecuacion P = 1000000 - (1.02)! da la poblacién t afios después de 1990. ;En cuéntos afios la
poblacién sera de 11 500 000?
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Revisado: Junio, 2020

Version actualizada (correcciones, nuevos ejemplos
y e€jercicios) de este lbro vy las aplicaciones CDF:
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/

http://www.matematicainteractivacr.com/
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Solucion de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1
1.1. Operaciones basicas

11.1®® 4
112D %
113D %
114D _ %
115D 1

1.2. Potencias y radicales

121 —2
122 g3
123®® Z
124D _ 65—8
125D %
126D 598

122
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Soluciones del Capitulo 2
2.1. Valor numérico

211E®
a.) -5
b) -7
-9

c.) o8
b
e.) %

2.2. Sumas, restas

221®®

5, 15
C.) Eb + Zbc —3c

d.) 2})/§ab2 +2a%b
e) O
7

3 * 3
2.3. Productos

231&®

2x2 + xy? — 5x — 242 +y +2
x? — 4y?

3+ x%y

m+3n —2

6V/x% + 8

2p3 +16p —4

—_

=~ W N
~— O N — ~—

o U1
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2.4. Division de polinomios

2.4. Division sintética

241D

1) x3 + 4x? —4|x* —x
-3 +x? x+5
5x2
— 5x? 4+ 5x
5x — 4

X3 4+4x? —4=(x*—x)(x+5) +5x+ 4

2) 2x° +x2 1|22
— 2x° + 2x* 2x2 4+ 2x 42

2x*
—2x* 4248
2x3 42
—2x3 4 2x?
3x2 -1

2x° +x%2 —1=(x3 —x2)2x%> +2x +2) +3x> + 1

3)

Usamos divisién sintética: x> — 8 = (x — 2)(x% +2x +4) +

4) 4x3 —x+1| —2x+1
— 4x3 4 242 —2x% —x
2x2 — x
—2x% 4+ x
1

43 —x+1=(—2x+1)(—2x>—x) +1

5)

Usamos division sintética: x% +8 = (x +2)(x> —2x +4) +

124
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6) 27x3 +8[3x+2
— 27x3 — 1842 9x2 —6x+4
— 1842
18x2 + 12x
12x + 8
—12x—8

0
27x3 4+ 8 = (3x +2)(9x% — 6x +4) +
Y4y 342

-y -3 13+

%yz
3]/

\OIN @\N

V=0 +2G + 8 +

8)

Usamos divisién sintética: p* +p2 —1=(p - 1)P* +p*+2p+2) + 1

9) %59 +52 —i gs‘* 1
_ 39,4 55 5
78" + 718 215 +189S
i s° + s
¥
— 215 +189S

1
s+ 1555 — 1

57 +57 — 1 =35 - (s +ps) + 17+ s+

10)

Usamos divisi6n sintética: g* —2¢% +1 = (29 — 2)(34° + 39° —

2.5. Factorizacion: Factor comun y agrupacion

251D
1) —(a®+4) (aq - bp)

2)  (—1+x)y(px —ay)

125

19—

1

2

) +
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9)
10)

(x = Dy (px — ay)
(x*+1) (x—y)

-~ ) )
(v +1) (p+v?)

(p* +1) (ap® + )
(a2 +1) b(a —b)

2w (2 41) (x —y)
p*a*(p+49)(p —q)

2.6. Factorizacion: Formulas notables y diferencia de cubos

261D

(p+2) (r*—2p+4) (x+1)°
(P=D(p+1)(x—1)
(p+2)(p+3) (P> —2p+4)

p* (p*+4%) (0* = p*0* +4°)
(4x — 3y — 2z) (4x — 3y + 22)
(2m —3y?) (4m? + 6my* +9y*)

(x—y) (P +xy+y*+1)

2.7. Factorizacion: Formula cuadratica

271

1) 2(x+4)(2x 1)

2)  4(xy—2)?

3) 4(*2-2)°

4 Ay+12(R-y+1)°

126
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2.8. Division sintética

281

1) (x=1)(x+2)(x*+1)

2)  3(x—2)%(x+1)(x+2)

3)  (u+1)*Qu—1) (41> +2u+1)

4 fy+1)*2y—1) 4 +2y+1)

5 (6p—1)(2p°+1)

6) (x—2)x(x+2)(x*+x+1)

282D Usando divisién sintética encontramos que x = 1 es un cero del polinomio y que, las
otras posibilidades son solo x = —1 y este valor no es un cero de P. Por lo tanto, como se acabaron

las posibilidades, P tiene solo una raiz entera x = 1 y no tiene raices racionales (las otras raices son
ndmeros irracionales o complejos)

2.9. Simplificacion de fracciones racionales

291®

—3z—1
b z+1
x(x+1)
2) x+3
1
3 - -
) GoDxt2)
5x +4
4 - - -
N S
—x
5) 1—x
6) —4ab + 3ab* + 6b — 3a
6a2b?
7) 0
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3 X x+1 —3x—1 B X x+1 _ —3x—1
) AT GoiR  GoiPatl) T GADE-1)  G-12  G-12E+1)
- X2+ 4x+2
o (x=1)%(x+1)
o 2(x+1)
o (x—1)2
9
: . (x—1)(x—2) - 12
- Cx—2 _ x—2
x+6—|—xl% (x+6)§cx_—22)+16
x> —=3x-10
X2+ 4x+4
 (x=5)(x+2)
N (x +2)2
- x—5
T ox+2
¥ —11
10) X2 +2x+4
3-p 1 2 3-p 1 2
W 21 T D2 p-2 p-1
_ 3—-p _ 1 n 2
- (p-1D(p-2) p-2 p-1
_ 2p* —6p
(p+2)(p—2)(p—1)
2p(p —3)
(p=2)(p-1)(p+2)
yly -1y —2)
12) <y3—3y2+2y) . (y2—2y+1) _ +D-1)
y -1 v =y (y—1)°
yly—1)
(v —2)y?
y+1y—-1)

128
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3 3 3
1 - (2
3) <m+3 6+2m> <3—m+

Soluciones del Capitulo 3
3.1. Ecuaciones lineales

31.1O®D
1) x= 18
7
21
2 -5
1
3) p= 5
4y w=-1
5 p =200
6) x =5500

3.2. Ecuaciones cuadraticas

3.2.1 @‘Bl

1 =— ANx=1
) X 3 X

3
34+m

)

129
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1
2) x= —5 ANx=1

3)
Aunque la ecuacién es cuadratica,no es necesario usar la férmula, factorizar es més sencillo.

2
4) n=9on=15

5 p=—-1-V2Ap=-1+2

-3-+/5 —-3++5
p=—%  Ap=—7%—

7) p=1Ap=-1

8 g=1Ag=+v-1/3

3.3. Ecuaciones polinomiales

331D

1) x=0x=1,x=-1
2) x=-3,x=1,x=-1
3) x=-3/2, x=+2, x=—2

4) m=—3/2, m=+2, m=—2

3.4. Ecuaciones con fracciones racionales

341D

) x=0x=-1

2) 1 =0, no hay solucién

4) x=0
5)  No hay solucién
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6) x=5
7)) x=3
8) x=+11

1) m=-9

12)  Restriccionesm =2, m = —3
S = {5}

13)  Restricciones x = £2, x =1
5 = {6}

14) t= 8

11
3.5. Problemas de aplicacion

351 @®

15000 = 400p — (120p 4 8000) —> p ~ 82.142

R/ Necesita transportar aproximadamente 8 pasajeros.

3528 1000 = 0.159 — (0.05g + 250) = g = 12500
R/ Debe producir 12500 helados

353 0=10.10g— (0.057+250) = g = 2000

Debe vender 2000 naranjas por semana

354D

Ganancia= [ — C = x(2 —x) — (0254 0.5x) = 0.25 = x>~ 15+05=0 = x=1 0 x =05

El precio de venta puede ser p = $1 o de $p = 1.5 por docena. En el segundo caso vende menos, pero
la utilidad es la misma.

131


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

Solucion de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 132

355 g = unidades que deben venderse.
Utilidades = I — C = 60000 = 10g — (6g 4+ 80000) = g = 35000

356D

Precio venta = costo por conjunto + utilidad por conjunto

Sea p el precio marcado en la etiqueta, por conjunto, en délares. Durante la oferta, el detallista recibe
p — 0.2 p. Esto debe ser igual al costo, $33, més las utilidades, (0.15)(33).

p—02p =233+ (0.15)(33) = p = 47.4375

Desde un punto de vista practico, la compafiia podria imprimir un valor de $47.44 en la etiqueta del
precio.

357 Sea x = la cantidad (en ddlares) que se invirti6 al 6 %. Entonces 10.000 — x se invirtieron
al 5% To. El interés que se gané fue de (0.06)(x) y (0.0575)(10.000 — x), que hacen un total de $588.75.
Por tanto

(0.06)x + (0.0575)(10,000 — x) = 588.75 = x = 5500

De manera que se invirtieron $5,500 al 6 % y $10,000 — $5,500 = $4500 al 5.75 %.

358D

n = namero de aumentos de $10

Definir incégnita

El aumento de la renta es 10n y habra 2n departamentos desocupados, es decir,

@ renta = 250 + 10n
@ #apartamentos alquilados = 70 — 2n

Ahora: Ingreso = renta - apartamentos alquilados, es decir,
17980 = (250 + 10n)(70 — 2n)

Resolvemos,
17980 =

17980 — (250 + 101) (70 — 2n) =
17980 — (17500 + 2001 — 20n2) =
480 —200n +20n% = 0 = n=4y n=6.

—~

250 + 101) (70 — 2)

o O

R/La renta debe ser 250 + 10 -6 =$310 o 250 + 10 -4 =$290.
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3598 10000 = 800p — 7p? = p =$100 pues p >$50.
3510 2p)-10=200-3p = p=42

3511 ‘3 Si n = ntmero de maquinas vendidas sobre 600, entonces la comisién sobre cada una
de las 600 + n maquinas es de 40 + 0.04n

(600 + 1) (40 + 0.04n) = 30800 = escogemos n = 100 por lo que deberia vender 700 médquinas.

3.6. Inecuaciones algebraicas

361D
1) m<—1
5
2) m<1
1
> =
3 p=—
10
4 >
5) ¢ > 12500
6) p<O0
371D
1) -2<x<-1 V x=1
1
2) xgi vV x>1
3) x>2

4) x<-1 V x>1

5 x*>1 = x*-1>0

fces: ¥3 —1 = _ 2 _ x—1 = 0= x=1

® Rafces:x’—=1=0 = (x-D(x"+x+1)=0 = { x>+ x+1 = 0 Nosoluciénpues A < 0
— oo 1 ~+oo

@ Tabla de signos: Signo _ T +

R/ S =]1, oo

6) S=0
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7 S=R

11) g*+2¢° -3¢2 —49+4<0 = (g—1)%(g+2)?<0

De acuerdo a la tabla de signos, Q(x) = g* + 2¢° — 3g> — 49 + 4 siempre es positivo, excepto en g =
—2 A g = 1. Entonces, como se pide se pide Q(x) < 0, la soluciénes S = {1, —2}.

Soluciones del Capitulo 4

4.1. Matrices
10 15 20 20 i;i
11.1OD 5 20 18 10 a
8 30 15 10
3x4 1/4 i1
412D
2 31
a) [100 100 100] | 4 2 5 | =[800 900 800]
2 4 2
2 31 5 45
b) | 4 2 5 10 | = | 65
2 4 2 5 60
45
c.) [200 200 200] | 65 | = [34000]
60
413D
- 1.5 30 5 Pandas Osos Conejos
a) Zgg 288 1730000] 2 35 8 | = Fabrical| 5600 75500 28400
L 25 25 15 Fabrica2 | 3150 43500 15700

[ 5600 75500 28400] { 45 ] . [ 39850]

0.10
| 3150 43500 15700 0.25 22450
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314 Larentabilidad para los métodos I, Il y Il es de $84, $84 y $116, asi que el tercer método
es més rentable.

6
415 a1,=| 9
3
10 3
416D xxT=|00 0|, XTX=10
3009
417D
[ x+2y+3z
a) | 2x+3y+4z
4z — x
T 13 1
b) | -1 -3
| 10 -4

4 8 -1
118D {8 4 2]

-1 -2 -8

b.) BTAT = [ 0 1]

2 —4 -2
c) ATBT=|1 -3 -3

ii’_211 2102_2234_2218_016
1 9 31 2 3 |18 24 34 24| | -16 0
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4.2. Sistemas de ecuaciones lineales

121D

1) x=1,y=2,2z=3
4x 7x . .
2) xeR y= 3 E2= "3 Una solucién particulares x =0, y =0y z=0
3) Solucién tinica: x =0, y=0y z=0
4)  No tiene solucion
5)  Infinitas soluciones. Solucién general
2 b5x x 1
R = = — — = - — — = — .
xelR, y 3 37 z 373 w 7x
13

2
Una solucioén particulares: x =3, y = ——, z = 3 W= —21.

?/
1
6) yeER x= 5 2= 3y, w = 3y — 1. Una solucién particular es, por ejemplo

7)

2 2
La solucién es x € ]R,yzg—kgx, z=1.

Una solucion particulares x =0, y=2/3 yz=1

8) Infinitas soluciones: d € R, a = 19+d, b = —12 —d,c = —3. Una solucién particular es
d=0,a=19,b=-12yc= -3

9)  No tiene solucién

10) Infinitas soluciones: s € R, t =1—s, u = —1. Unasolucién particulares s =5, t = —4,u = —1.
11) s=0,t=1u=-1.

4.3. Problemas de aplicacion

431D

Sea x = cantidad autos compactos y y = cantidad autos familiares. Entonces debemos resolver el
sistema:

x+y = 1000
10000x + 24000y = 14000000

Resolviendo obtenemos x = 714 autos compactos y y = 286 autos familiares.
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x+y = 19

— 12, y=7
169x +129y = 2931 YT YT es

132D El sistema para el primer tour es {

decir, en el primer tour fueron 12 adultos y 7 nifios.

De manera similar obtenemos: En el segundo tour fueron 14 adultos y 5 nifios y el tercer fueron 8 adultos
y 11 nifios

133D

x = hectareas para cultivo A.
y = hectdreas para cultivo B.
z = hectéreas para cultivo C.

X+y+z = 200
40x 4+ 60y +80z = 12600 =—> x =50, y =70, z = 80.
20x +25y 4+ 40z = 5950

434D

Las inversiones fueron de $1000, $ 2200y $ 1800

135®D 20 unidades de cada producto

136D

Sea nA =#numero de camiones A, nB = # ntiimero de camiones By nC =# ntimero de camiones C

13 = nA+nB+2nC

29 = 2nA+3nB+4nC
16 = 3nA+2nC+nC

Resolviendo el sistema se obtiene que se necesitaran 2 camiones A, 3 caminones B y 4 caminones C.

43.7@®

Comisiones A: c1=%$2, B: c2=$4y C: c3=$11
138D x = 2 pafos, y = 15 platos y z = 5 tazas

139 p1=$3000, p2=$1000 y p3=$2000

Soluciones del Capitulo 5
5.1. Funciones algebraicas

51.1® D
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a.) a) p(—-1)=-2
b) =2 ¢ D,
c) 3 ¢ D, (p se indefine en s = 3).

b) Dy =R — {1/5}
C.) Df = [1/5,/,00[

d) D, =]— oo, 1/5]

e) Dy =]1,09

f) Dy =10, 1]

g) Dp =]—1,00[—{0,3}

h) D, =10, e — {1}

513N Seomite
5.4

Se omite

515D g g es el numero de unidades vendidas, I(g) = {

51.6@®D g = unidades que deben venderse.

Utilidades U(g) = I — C = 10g — (6q 4 80000)

517D

n = numero de aumentos de $10

5q si
45q si

1<g<10
10 < g <20

49 si 20<gq
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El aumento de la renta es 10n y habra 2n departamentos desocupados, es decir,

@ renta = 250 + 10n
@ #apartamentos alquilados = 70 — 2n

Ahora: Ingreso = renta - apartamentos alquilados, es decir, I(n) = (250 + 10n)(70 — 2n)

51.8& %) Si n = ntimero de mdquinas vendidas sobre 600, entonces la comisién sobre cada una
de las 600 + n maquinas es de 40 + 0.04n

CM(n) = (600 + 1) (40 + 0.04n)

5.1.9 @‘3 Como $3 -4xh+$4-x%2 = $ 48, entonces

X — xz
Vi) = 20845

5.2. Operaciones con funciones.Composicion e inversa

521
(fog)(x) =x—Vx—1, (gof)(x)=Vx2—x
522®

(fog)(x) =(gof)(x) =

523

1
(o)) = —5+2 (g2 N)x) =

524
(fog)(x) =(gof)(x) =x
525

1
(fog)lx) = o R

526N
(fog)(w) = (gof)(w) =w
527
(HoR)(q) = (RoH)(q) =q

528 %
(fog)(x) =(gof)(x) =x

2(x+1)
x+3

1
+4

139


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

Solucion de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 140

529N

Observe que (go f)(x) = Vx2 = |x| y,como x € [0,c0],|x| = x. Finalmente

(fog)(x) =(gof)(x)=x
5210

Observe que (g0 f)(x) = —Vx2 = —|x| y,como x €] —,0], —|x| = —(—x) = x. Finalmente

(feg)(x) = (gof)(x) =x

5211
(fofog)(x)=f(f(g(x))) = (x+1)*
5212 ®

(§0g0og)(x) =g(g(g(x)) =x+3
5.3. Funcion lineal

531D Graficas. El estudiante debe indicar la pendiente, si es creciente o decreciente y las
intersecciones con los ejes (si hubiera)

y=3x-1 y=1-3x y=2x-1

532
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a.) No hay interseccién

0 (-9
c) (1,1)
d.) (0,1)

e.) (0,1)

) (g,o>

w1y =3x —1 == y=3x

_/ 1
-1

53.3@®
534D

53.6®@ D

y=-2x+4

y=—-2x+12

535N = _2x+7

141

n

La ecuaciéon d ela recta es y = mx +b. La recta 2x +y — 1 = tiene ecuacién y =

—2x + 1, es decir tiene pendiente m; = —2. Como esta recta es perpendicular a la recta inicial, entonces

m .

—2=-1 =>m:1

2
141
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1
La recta contiene el punto (2,3). Para calcular b usamos la férmula b = y; —mx; =3 — 5 2=2.

y= % x+2
537 Seomite
5.3.8 @‘B Se omite

541®®

El o la estudiante debe indicar concavidad, vértice, interseccién con eje Y e intersecciéon
con eje X (si hubiera). La representacion grafica se da a continuacion.

y=3—4x+x2 y:4x—2x2 ‘1/:9—6x+x2
A A
2 2r
1 1}
-1 -1 1 2 3
-1 ~1F
-2 -2}
=3 -3t
———+x—x—2 ——1—x+x—2 = 5+x ©
7T 2 7772 2 TTTeT2
A A A
2 2 ol
1 1 1t
-1 1 3 -1 < 1 3 -1 1 2 3 >

542 Se omite
543D Se omite
544 Se omite
545D Se omite
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546N Primera manera. La parabola tiene ecuacion y = ax? + bx + c. La interseccién con el eje Y es
y =2, entonces ¢ = 2 y los puntos de interseccion con el eje X son x = —3 y x = 2, entonces los puntos (—3,0)
y (2,0) estan en la parébola. Sustituyrndo el valor de x y y de estos puntos obtenemos

0 = a-(=3)2+b(-3)+2 P
Resolviendo el sistema 3

= 1

0 = a-(22+b(2)+2 b= -3

1 1
. y:—§x2—§x+2

Segunda manera. La pardbola tiene ecuacién y = ax? + bx + c. Como ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2) si x1 y
x2 son las raices (puntos de intersecciéon con el eje X ). Entonces

y=ax?>+bx+c=a(x+3)(x—2) =ax>+ax —6a

Ahora, como la pardbola interseca al eje Y en y = 2, entonces el punto (0,2) estd en la parabola. Sustituyendo
x=0yy=2eny=a(x+3)(x —2) tenemos

1
2=4a(0+3)(0-2) = a=-z
- 2 2 1o 1
Finalmente y = ax“ +bx+c=ax*+ax—6a = —=x"— -x+2

3 3

5.4.7 @ ‘B Se omite

548D @ Dominio Dy = [-14,00[ — {3} @ Ambito Ay = [—4,00[ @ Creciente en
[—14,—-10] U [1,5] — {3} U [10, 9]

@ Decreciente en [—10,1] U [5,10]

@ Positivaen | —13, —2[ U ]2,00[—{3}

@ Negativaen | —14,—13[ U | —2,2]

® “Ceros” x = —13, x = -2, x =2 @ “Ceros” x = —13, x = =2, x = 2 @ Interseccion eje Y en
y

=30 f(5) =1y (fof)(5) = f(f(5) = f(11) = 4

1
1
1
1
1
1
1
1
—14 \

)
-3

== (Creciente == Decreciente s Positiva = Negativa
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® Ambito: [—4,11]
@ Ceros: x=-12, x=-2, x=2

549 %

Se omite

5410

f(A1)=—6y (fof)(-3)=5
551

El o la estudiante debe determinar los puntos de interseccion.

=y =217 1 mmy=-3x 1) 42 mmy=1-3x mmy=2x>—1 m=y=2x°

5.6. Aplicaciones funcion lineal y funcién cuadratica

561D

Renta que maximiza el ingreso $200. Ingreso maximo $17500

562
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La utilidad U es (en funcién de p)

U = p-q—Costos
= p(16000 — 8p) — (800000 + 400 p)
= —8p?+15600p — 800000

Esta es una parédbola concava hacia abajo y la méxima
utilidad se alcanza en el vértice, es decir, la utilidad
es maxima si el precio es

P="2a"""16

563D

564
565

566
567@®

y U
U “

U(975)

/ Utilidad maxima

145

78/)2 + 15600 p — 800000

b 15600

= 975 colones

Ingreso = (precio unitario) x (demanda).

I(g) = (0.9 — 0.0004 q) g = —0.0004 4> + 0.9 g

A

Vértice | ——, ——
er1ce< 24 4a

> = (1125, 506.25)
El nivel de produccién que maximizard el ingreso to-

tal del fabricante es g = 1125 y el ingreso maximo es
1(1125) = 506.25

p ~ 716.667

1
Debe invertir x = —— = 510 = 2125 ddlares

20 2--012
q=>5

p ~ 7444, 44

5.7. Sistemas de inecuaciones

571 %

145

300f

200F

100f

P

1(g) =—0.00044> +0.9¢

500 1000 1500

Y

q
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\

c.) Se omite

d.) Se omite

e.) 1 N 2 3

Soluciones del Capitulo 6
6.1. Funcion exponencial

611D
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1 X

Y
Y

-1 1 2 -1 | 1 2

Y

Y

-1 1

[N}

-1 1 2

621D
a) y=log,(x) = D, =]0,00]
b.) y =log,,(x) = Dy =0, 0]
c) y=log,,(x) = D, =]0,00]
d) y=4#n(2x) = D, =]0,00[
e) y=n(x>-1) = x*—1>0 = Dy =] —o0o,—1[ U |1, 00
f) y=1log,,(1—x) = 1-x>0 = x<1 = D, =] —oo,1]
g) D, =] —o0,5[ — 4
h) D, =]2,5[ - 3,4
i) D=0

622
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y =log,(x) y =log(x) y =log; > (x)
A

-1

6.3.1 @ ‘B Se omite
632N

1) 32 =5.3"" — x=1log,;(5) —1 otambién x =
2)  Sustitucion u =371, S = {log,(6) — 1}
3)  x=log;(2)

4)  Laecuacion se puede escribir como (e*")2 —2(e7*) —2 = 0. Procedemos por sustitucién: u = e™%,
entonces u? —2u —2 =0

€n(5) — €n(3)
£n3

2
24V12 2+ VI2
2 4 2

u=e

w—2u—-2=0 —

X

~ —0.732051 < 0, no hay solucién pues u =e¢~* >0

212
2

Ahora aplicamos inversa a ambos lados

et = Hz\/ﬁ = fln(e ™) =4tn (H\/ﬁ) = x=—¥n (ME)

2 2
5)
3272 =371 — 5=3
6)
 34n3+ £n(5)
N £n(3)
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7y p=1
8)  Aplicar logaritmo natural a ambos lados.

€n(3) —5€n(2)

(1-2x)€n(3) = (x +5)€n(2) = x = en(2) + 2€n(3)

9 w=1

€n(3) —5€n(2)

(1=26)n(3) = (x +5)en(2) = x = 5 o mm(3)

10)
11)
12)
13)
14)
15)  El o la estudiante debe completar los detalles. Observe que €n(u) =0 — u = 1.
(x+1)2\ (x+1)?% _—1+v5  -1-45

£"<x+2 0= Tl s v E
16) x=1
17)
18)
19)
20) x:%(—l—k\/éﬁ)

1
21) X = §
22) x =8
23)
24y S=0

1-+/5 1+45
25) «x= Y X=—>5
26) Observeque €n(u) =1 = u=e. S=1{3/2,1—e}.
27) r=5/2
633D
634D t

1800

P(t) = 1000 - <1000>

a.) 5832 mosquitos
b.) 3.917 dias
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635D Costo[t] = a - b'. Costo[3] =11.5millones y Costo[5] =16 millones

Se compro en (redondeando) en @ 9227479

636 4x~10 (1— logp>

1.0792

6.3.7 @ ‘3 ~ 20.48 anos
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Apeéendice: Examenes MBA 2019

Primer parcial MBA (ordinario y extraordinario)

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RIicA Tiempo: 1:40 horas
ESCUELA DE MATEMATICA Valor: 29 puntos
MA-1303: MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRACION I SEMESTRE - 2019

I EXAMEN PARCIAL (ORDINARIO)

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el ntimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No
son procedentes las apelaciones que se realicen sobre exdmenes resueltos con ldpiz o que presenten algtin
tipo de alteracién. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria
de texto ni conectividad a Internet

1) Simplifique al maximo la siguiente expresion numérica

3/ A1L —271
[ﬂ + <g> ] <\/1_80 — @) [5 puntos]

22 31 3

224/5

Respuesta: ———
P 3

2) Realice la siguiente divisiéon de polinomios

(37x% — 15x — 8x% — 20x°) + (4x% — 5) [5 puntos]

—10

Respuesta: (37x% — 15x — 8x% —20x°) + (4x* —5) = —5x3+3x—2 + e
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3) Factorice al méximo el siguiente polinomio

4x2y° — 1222y* + 13222 — 6x%y% + x%y

Respuesta: x%y(y —1)%(2y — 1)2

4) Simplifique al maximo las siguientes expresiones racionales

py> +3py —2y* —6y . p*—4p+4

a.) P y—6 : =2
Respuesta: ¥
p—2
2 2—2x 2
b.
) x—1+x3—1 JrxZerJrl

2
Respuesta: ———
x—1

5) Calcule el conjunto de soluciones de cada una de las siguientes ecuaciones

a) —2x +x* —2x? = x% 4+ 10x — 4x3
Respuesta: S = {—4, £1/3,0}
2m* —7m+16 2 L_m
(m—2)(m+3) m—2 m+3
Respuesta: S = {5}

b.)

152

[6 puntos]

[5 puntos]

[6 puntos]

[5 puntos]

[6 puntos]

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RicA
ESCUELA DE MATEMATICA
MA-1303: MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRACION

I EXAMEN PARCIAL (EXTRAORDINARIO)

Tiempo: 2:30 horas
Valor: 43 puntos
I SEMESTRE - 2019

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligra-
fo para resolver el examen. No son procedentes las apelaciones que se realicen sobre eximenes resueltos
con lapiz o que presenten algutn tipo de alteracién. No se permite el intercambio de instrumentos ni el

uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a Internet
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1) [5 puntos] Simplifique al maximo la siguiente expresiéon numérica

(2— (7-5;2_3.5—2)> . ((;>1/2.2>2_ (—1)%-42-31

26496
625

Respuesta:

4x5 —2x3 +5x2 +x+1

2) [5 puntos] Realice la siguiente divisién de polinomios

2x2 41
4x° — 233 +5x2 4+ x+1 3 5 3x-—-3/2
Respuesta: 2 1 =2x% —2x + > + Ere

3) Simplifique al méximo las expresiones siguientes:

2x 6
(x+1)2x4—(2x+1)x— 4

a.) [5 puntos]

Respuesta: %
X
3 B 3
b.) [5 puntos] 3—|éx 6_529(
3—x+3+x
Respuesta: S-x
PUesi 12

4) Factorice completamente los siguientes polinomios:

a.) [6 puntos]  3xw® — 9xw — 6x — 2yw? + 6yw + 4y

Respuesta: (3x —2y)(w + 1)%(w — 2)

b.) [6 puntos] 443 + b® — 4a’b — ab?

Respuesta: (a—b)(2a+b)(2a —b)

5) 5. Resuelva las siguientes ecuaciones.
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a.) [5puntos] w° —3w® —2w? =0

Respuesta: w =0, w= -1, w=2

) 3 —x*4+7x—8
b.) [6 puntos] x—3)x12) + x+2)(x—1) (x—-D(x-3)(x+2)

Respuesta: x = —1

Segundo parcial MBA (ordinario y extraordinario)

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RICA Tiempo: 2:00 horas
ESCUELA DE MATEMATICA Valor: 28 puntos
MA-1303: MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRACION I SEMESTRE - 2019

II EXAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el ntimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No
son procedentes las apelaciones que se realicen sobre eximenes resueltos con lapiz o que presenten algin
tipo de alteracién. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria
de texto ni conectividad a Internet

1
1) [3 puntos] Resuelva % +1> 1 (3m — 4) 4 3 y dé la solucién usando notacién de intervalos.
Solucién:
m
—+1 > = —4
g1 2 4(3m )+3
m_dmo oy
4 4 -
m
—-—— > 1
5 2
m < =2

R/ S =] —o0, 2]
2) [5 puntos] Resuelva x® —1 > x2+ x + 1y dé la solucién usando notacién de intervalos.

Solucion:
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-1 > x> +x+1
(x—1)(x>+x+1)—(P+x+1) > 0
(x—=2)(x*+x+1) > 0

Signo

|
— 0O
+

R/ S =]2,00[

3) [5 puntos] Una fabrica de helados tiene costos fijos de $250 al mes, y costos unitarios de $0.05 por
cada helado. Si cada helado se vende por $0.15, ;cudntos helados se deben producir y vender en
un mes para tener utilidades de $1000?

Solucion: Si g = la cantidad de helados que se deben producir y vender en un mes, entonces
1000 = 0.159 — (0.059 +250) = 0.1 —250 = 1000 = g = 12500

R/ Se deben producir 12500 helados

1 2
4) [4 puntos] Si A = 2 3|, calcule AAT —3I3; (donde I3 esla matriz identidad)
-1 0
Solucion:
1 2 1 2 _1 3 00 5 8§ -1 3 00
AAT—31_23[230]—030— 8 13 -2 | — |03 0| =
-1 0 0 0 3 -1 -2 1 0 0 3
2 8§ -1
8§ 10 -2
-1 -2 =2

5) Una fabrica de souvenirs (recuerdos) desea producir tres tipos de souvenirs: tipo A, By C. La
fabricacién de cada souvenir requiere pasar por tres maquinas. El tiempo de permanencia de cada
souvenir en cada mdquina se indica en la tabla de datos que sigue. También se indica el tiempo
disponible total de cada maquina. Se desea saber cuantos souvenirs de cada tipo se pueden hacer
si se utiliza todo el tiempo disponible en las tres maquinas.
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Minutos para cada souvenir, por maquina
Mdaquina 1 Maquina 2 Mdquina 3
Souvenir A 1 min 2 min 2 min
Souvenir B 3 min 1 min 1 min
Souvenir C 2 min 1 min 2 min
Tiempo disponible 300 min 180 min 240 min

a.) [2 puntos] Defina las incognitas y plantee un sistema de ecuaciones que represente la situacién
descrita.

b.) [4 puntos] Resuelva el sistema de ecuaciones usando operaciones de fila sobre la matriz au-
mentada del sistema de ecuaciones

c.) [1 puntos] ;cudntos souvenirs de cada tipo se pueden hacer si se utiliza todo el tiempo dispo-
nible en las tres maquinas?

Solucioén:

a.) Sean x,y,y z las cantidades de souvenirs de tipo A, tipo B, y tipo C que se pueden hacer con el tiempo
de cada méquina disponible.

La cantidad total de tiempo que la mdquina I puede ser usada viene dada por x + 3y + 2z minutos y
debe ser igual a 180 minutos. Esto conduce a la ecuacién

x+3y+2z =300

De manera andloga, la cantidad de tiempo en la mdquina II y en la la mdquina III viene dada por las

ecuaciones
2x +y+z =180
2x +y +2z = 240
x+3y+2z = 300
Debemos resolver el sistema 2x+y+z = 180

2x+y+2z = 240

b.) Operaciones de fila sobre la matriz aumentada

1 3 2300
1 3 2| 300 1 3 2| 300
211|180 | Z2BHE2, g 5 3| a0 | 2B, | 0 -5 —3| -420
21 2l0a0 | T Lo -5 —2]-360 0 0 —1| —60
x+3y+2z = 300 = x=236
—5y—3z = —420 = y=48
-z = —60 = z=060
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c.) 36 souvenirs tipo A, 48 souvenirs tipo B y 60 souvenirs tipo C

a—2b—-3c =1
6) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales 3c a+b—-7
3c—a+5b

|
o

a.) [1 puntos] Determine la matriz aumentada del sistema

b.) [3 puntos] Resuelva el sistema de ecuaciones usando operaciones de fila sobre la matriz au-
mentada. En el caso de una cantidad infinita de soluciones, dé una solucién general y dos
soluciones particulares.

Solucién:

a—2b—3c =1 1 -2 -3 1
a.) —a—b+3¢ = -7 — -1 -1 3| -7

—a +3c¢ = -5 -1 0 3| -5

b.) Operaciones de fila sobre la matriz aumentada

1 -2 =3[ 1] o [1 -2 =3[ 1] o [1 -2 3] 1
1 1 3|7 |BtE by 3 o6 | 235,10 3 0] -6

-1 0 3|-5] "B o 2 o0|-4 0 0 0] 0

a—2b—3c = 1 — a=23c+5
-3b = -6 =— b=2
0 = 0

Hay infinitas soluciones. Una solucién generales a =3c+5, b =2,c € R.
Dos soluciones particulares: a =5, b=2yc=0,a=8, b=2yc=1

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RICA Tiempo: 1:40 horas
ESCUELA DE MATEMATICA Valor: 29 puntos
MA-1303: MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRACION I SEMESTRE - 2019

IT EXAMEN PARCIAL (EXTRAORDINARIO)
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Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el ntimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No
son procedentes las apelaciones que se realicen sobre examenes resueltos con lapiz o que presenten algin
tipo de alteracién. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria
de texto ni conectividad a Internet

1Y)

Resuelva 2(u — 6) < u + 3(1 + u) y respresente la solucion en forma de intervalo [3 puntos]

Solucion:

2u—6) < u+3(1+4+u)
—2u < 15

R/ x =] —15/2,00]

Resuelva t(12 + #3) > t(t? + 8t) y dé la solucién en notacién de intervalos. [6 puntos]

Solucion:

t(12+13) > t(? +8t)

t(BP -2 —8t+12) > 0
tt—2)2(t+3) > 0
Signode P(¢f) + T — T + T +

R/ S =] —o0, —3] U [0,00]

La ecuacién de demanda de cierto producto dice que si el el precio unitario de ventaes  [5 puntos]
p, en colones, entonces se venderan g = 9000 — 5p unidades. Si el costo de producciéon

es C = 900000 + 500p, en colones, ;qué precio debe fijarse para obtener una utilidad de

un millén de colones? (Debe resolver le problema usando una ecuacién).

Solucion:U =p-q—C

1000000 = p- (9000 —5p) — (900000 + 500p)
0 = —5p2+8500p — 1900000 —> p ~ 143523 0 p ~ 264.77
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R/ p~ 143523 o p~ 264.77

2 —1 0 1 1 3 5
1 == == = 3 t
4) Dadas las matrices P <3 2>,Q <4 _2>yR <2 1 1),Calcule [3 puntos]
RT. (P -2Q).
Solucion:
1 2
@ Ri=1[3 -1
5 1
1 2 b 3 —8 9
@ RT-.(P-2Q)=1|3 -1 -[_5 6]: 11 —15
5 1 5 -9

X+y+z =

5) Considere el sistema 2
2x+2y—z = 4

a.) [1 puntos] Determine la matriz aumentada del sistema
Solucioén:
{ 11 12 ]
2 2 —-1|4
b.) [3 puntos] Resuelva el sistema de ecuaciones usando operaciones de fila sobre la matriz au-

mentada. En el caso de una cantidad infinita de soluciones, dé la solucién general y dos solu-
ciones particulares.

Solucién:
11 1|2 2r-F2 11 1|2 L xy 2z = 2 [ = 2—y
2 2 —1/|4 0 0 3]0 3z = 0 z = 0

Solucién general: z =0, x =2—-y, y € R

Soluciones particulares:z =0, y =0, x =2y z=0,y=2, x =0.

6) Una persona invirtié $50 000 en dos fondos que pagan tasas de interés anual de 3 % y 5 % respec-
tivamente. Al final de un afio recibié en total $2040 en intereses. Se desea saber cuanto invirtié en
cada fondo.
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a.) [3 puntos] Defina las incégnitas y plantee un sistema de ecuaciones que represente la situacién

descrita.
Solucion:

x = Monto que se invirti6 al 3 %
° s

y = Monto que se invirti6 al 5%

. x4+ oy 50000
0.03x + 005y = 2040

b.) [4 puntos] Resuelva el sistema de ecuaciones usando la matriz ampliada y operaciones ele-

mentales

Solucién:

1 1 50000 | —0.03F+F2 {1 1 50000}
0.03 0.05 | 2040 0 0.02 | 540

c.) [1 puntos] ;Cudnto invirti6 al 3 % y cudnto invirti6 al 5 %?
Solucioén:

Invirti6 @ 23000 al 3 % y @ 27000 al 5 %

Tercer parcial MBA (ordinario y extraordinario)

Instituto Tecnolégico de Costa Rica
Escuela de Matematica
MA-1303: Matematica Bésica para Administracién

TERCER EXAMEN PARCIAL

=

x+y = 500000 :>{y =

0.02y = 540

Puntaje: 37 puntos
Tiempo: 2 horas y 10 minutos
I Semestre - 2019

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el nimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No
son procedentes las apelaciones que se realicen sobre examenes resueltos con ldpiz o que presenten algtin
tipo de alteracién. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria

de texto ni conectividad a Internet
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1 z

1. Calcule el dominio maximo de la funcién g(z) = T S T [Valor 5pts]
Solucién:
3_ .2 3
-2z —2z"43z = 0 = —z(z—1)(2z+43) =0 = z=0,z=1,z= ~3
2z—1 > 0 = z> %
S W 1%
h 300 1 1 -
2 2
D, = |1 ool — (1)
& |0’
2. Considere las funciones p(x) =4 — (x — 1)y g(x) = 1+ /5 — x.
a) Encuentre una férmula para p o q(x). [Valor 3pts]
b) Determine si las funciones p y g son inversas. [Valor 1pt]

Solucion:

(poq)(x) =p(q(x)) = 4—(q(x)—1)°

= 4—(1+v5—x—-1)
4—(5-x)P3 = x—1

Como pog(x) =x—1 # x, entonces f y g no son inversas.

3. Encuentre una ecuacién de la recta que pasa por el punto (6, —1) y es perpendicular a la recta con
ecuaciony —3 =4(x+1). [Valor 3pts]

Solucion: La recta tiene ecuacion y = mx + b y es perpendicular a al recta y = 4x + 7, entonces

e m-4 = —1 :>m:—1
4
eb— —1- -t p-1
4
Yy=734%73
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4. Un televisor nuevo se deprecia $50 por afio, y tiene un valor de $340 después de 4 afios. Determi-
ne una funcién que describa el valor de este televisor, en dolares, suponiendo que la funcién que
modela el precio es lineal. [Valor 4pts]

Solucion:

Como la funcién que modela el precio es lineal, p = —50x+ 540
entonces el precio en funciéon de los afios es
p(x) = mx+ b donde x son los afios transcu-
rridos. Esta es la ecuaciéon de una recta. Como el
precio al cuarto afio fue de $340 entonces un afio
antes debi6é ser de $390 (pues se deprecia $50 por
afio), por tanto, los pares ordenados (4,340) y
(3,390) estan en la recta.

390 —340
-

b =340 — —50-4 = 540

—-50

p = —50x + 540

5. Trace el grafico de y = 2 + x — x?, indicando el vértice y las intersecciones con cada uno de los ejes.
[Valor 5pts]

Solucién:
a.) Interseccion eje X :
y=24+x —x°
24x—x2=0 = x=-1, x=2.

Los pares ordenados son (—1,0) y (2,0)

b.) IntersecciénejeY: y=2+0-0> = y=2.

El par ordenado es (0,2). /1 ] x
» b A\ (19 it
c.) Vértice (—2a, _4a> = <2, 4>

6. La funcién de demanda para una linea de reglas de plastico de una comparfiia de articulos de ofici-
naes p = 0.9 — 0.00047, en donde p es el precio (en délares) por unidad cuando los consumidores
demandan g unidades (diarias). Determine el nivel de produccién que maximizara el ingreso total

\/
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del fabricante y determine este ingreso.

Solucion: Ingreso = (precio unitario) x (demanda).

I(g) = (0.9 — 0.0004 q) g = —0.0004 4> + 0.9 g

b A
Vérti ——, —— | = (1125, 506.25
értice ( o 4a> ( )
El nivel de produccién que maximizara el ingreso to-
tal del fabricante es g = 1125 y el ingreso maximo es
1(1125) = 506.25

8.3. TERCER PARCIAL MBA (ORDINARIO Y EXTRAORDINARIO) (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 163

[Valor 5pts]
I(g) =—0.00044> +0.9¢
I
A
300F
200f
100f
0 - > ¢
0 500 1000 1500

. Escriba la expresion £n(x? — y?) — 2€n(ax + ay) + €n(a) como un solo logaritmo y simplifiquela al

maximo.

Solucioén:

[Valor 3pts]

n(x* —y?) — 2ln(ax +ay) +€na = Ln(x* —y?) — €n(ax + ay)* + €n(a)

xZ _yZ
= In <(ax+ay)2> + En(a)

8. Resuelva las siguientes ecuaciones

) 2-4% = 8%,
Solucion:
2.4° = 8¢
2.22x — 23x2
220+l 93x?
2x+1 = 3x?
1
32 +2x+1 = 0 = x=-zyx=1

163
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b) logs(z+1) =1 —logs(z — 3). [Valor 5pts]
Solucion:
logs(z+1) = 1—logs(z—3)
logs(z+1) +1logs(z—3) = 1
logs(z+1)(z—3) = 1
(z+1)(z—=3) = 5!

22-22-8 = 0= z=-2yz=4

Prueba:

10g5(—2 —+ 1) = 1- 10g5(—2 — 3) ... los logaritmos en la ecuacién no estdn definidasenz = —2.

logs(4+1) = 1-—1logs(5—3) v

S ={4)

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RICA Tiempo: 2:10 horas
ESCUELA DE MATEMATICA Valor: 37 puntos
MA-1303: MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRACION I SEMESTRE - 2019

ITT EXAMEN PARCIAL (EXTRAORDINARIO)

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligra-
fo para resolver el examen. No son procedentes las apelaciones que se realicen sobre eximenes resueltos
con lapiz o que presenten algtn tipo de alteracién. No se permite el intercambio de instrumentos ni el
uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a Internet

5
1) [4 puntos] Encuentre el dominio de la funcién h(x) = v2 — x + 5 j—;z
2) [5 puntos] Considere las funciones f(x) = 1-5x (x) = 1= 2 Determine si f son
P a2 YT i Y8

inversas o no.
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3) [4 puntos] Determine la ecuacién de la recta L si se sabe esta recta es paralela a la recta de ecuaciéon
2x +y — 5 = 0y que contiene al punto de interseccién entre las rectas de ecuaciéon 3x —y +6 =0
y x—=5-2y=0.

4) [4 puntos] Las ventas de un nuevo negocio han crecido linealmente durante su primer afio. En el
primer mes vendieron @ 2.5 millones y en el sexto mes vendieron @ 8.5 millones. Encuentre una
féormula para V(n), las ventas en millones de colones en el mes nimero 7.

<
5) [3 puntos] Grafique la solucién del sistema de inecuaciones { * +g N g
6) [4 puntos] Grafique la funcién h(x) = —x? + % + 5, indicando el vértice y las intersecciones con

los ejes.

7) [5 puntos] Un edificio tiene 21 apartamentos, que se alquilan a $ 450 mensuales. Por cada incre-
mento de $ 30 en el precio mensual quedara un apartamento sin alquilar. ;Qué precio debe cobrarse
para maximizar el ingreso total en alquileres?

8) [4 puntos] Verifique que In(2x?) + In(x +y) — In(y) — 2In(x? + xy) = In ( > para cuales-

y(x+y)
quiera x, y positivos.

9) [3 puntos] Se sabe que una computadora, comprada en @ 800000, se devalta segtn la férmula
V(t) = 800000 - 0.75!, donde V(t) es el valor a los t afios de ser comprada. ? “En cudnto tiempo
alcanzara un valor de @ 5000007

10) [5 puntos] Resuelva la ecuacion In(x — 10) — In(x — 7) = In(2)

Examen de Reposicion MBA

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RicA Tiempo: 2:30 horas
ESCUELA DE MATEMATICA Valor: 43 puntos
MA-1303: MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRACION I SEMESTRE - 2019

EXAMEN DE REPOSICION — SOLUCION BREVE

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el niimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No
son procedentes las apelaciones que se realicen sobre examenes resueltos con ldpiz o que presenten algtin
tipo de alteracién. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria
de texto ni conectividad a Internet
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1) [5 puntos] Factorice completamente 3ap?w — 3aw — 3bp*w + 3bw

3ap*w — 3aw — 3bp*w + 3bw = 3Bw(ap®> —a —bp* +b)
— Su(p?—1)a-b)
= Sw(p-1)(p+1)(a—b)
1 2

2) [6 puntos] Resuelva la ecuacién p? + =
sy T =y

1 2
24—~ = — " (Restricciones: p #0, p #2)
Prroz P 2-pp P ’
1 2
2
+ - =0
Pra—p 2-pp
PR-ppr+r=2 _
2-pp
Q-pr’ -1y _ ,
2-pp
3 _

3) [6 puntos] Determine el dominio maximo de la funcion f(x) = vx + x3 4 €n(4 — 2x)

—0 <

{x2+x3 > 0 = x(x*+1)>0 = x>0 -

=Y =

DO—
+
8

4—-2x > 0 — x<2

D = [0, 2[

4) Resuelva las siguientes ecuaciones
a.) [3 puntos] 2 -5 "1 = 327

n(5) — €n(2) + 24n(3)
£n(5) + €n(3)

2.551 =32 — fn(2)+ (x—1)€n(5) = 2—x)n(3) = x =

b.) [5 puntos] log,[x(x —1)] —2-log, (x —1) =1
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log,[x(x —1)] —=2-log, (x —1) = 1
log,[x(x —1)] —log, (x —1)> = 1

x(x—1)
o (G

)
o8 oqy) = 1

x
(x—1)

= 2 = x=2

log,2(2—-1)] —2-log, (2—1) =1

5) La funcién de demanda para el producto de un fabricante es p = 5 — 0.2, donde p es el precio
unitario y g es la demanda.

a.) [1 puntos] Exprese el ingreso R como una funcién de g
R(q) = (5-0.29)q

b.) [3 puntos] Realice la representacion gréfica del ingreso R(q)

R(g) = (5—0.2q9)q

c.) [3 puntos] Determine el nivel de produccién g que maximiza el ingreso e indique cudl es este
ingreso maximo.

R(q) = 59 — 0.2g> == vértice es (12.5,31.25). El nivel de produccién g que maximiza el
ingreso es g = 12.5 y el ingreso maximo es R(12.5) = 31.25
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4 12 2 3
6) [4 puntos] Considere la matrices A= | 6 0 |y B=|1 1 |.Calcule ATB—BTA
8 —6 1 2
4 6 8 i ? 1211 é 102 _(22 34 |22 18| _ 0 16
12 0 -6 1 2 31 2 3 _6 |18 24 34 24| | —-16 0

7) Un fabricante de autos usa tres tipos de aceros A;, Ay y Az para producir tres tipos de autos
C1, C2 y Cs. Los requerimientos de acero (en toneladas) para cada tipo de auto vienen dados en la

siguiente tabla.

Tipos de auto

G G G

Ay 2 3 4

Tipos de acero A 1 1 2
A; 3 2 1

Se desea determinar la cantidad de cada tipo de autos que se puede fabricar si se tienen 29, 13 y 16
toneladas de acero de cada tipo Aj, A2 y A3, respecivamente.

a.) [2 puntos] Defina las incégnitas y plantee un sistema de ecuaciones que represente la situacién
descrita.

b.) [4 puntos] Resuelva el sistema de ecuaciones usando operaciones de fila sobre la matriz au-
mentada del sistema de ecuaciones

c.) [1 puntos] ;Cuadl es la cantidad autos de cada tipo que se puede fabricar?

Sean x = cantidad de autos tipo C; que se pueden fabricar, y = cantidad de autos tipo C, que se
pueden fabricar y z = cantidad de autos tipo Cz que se pueden fabricar.

2x+3y+4z = 29 2 3 4|29
x+y+2z = 13 . Lamatriz ampliada es 11 2]13
3x+2y+z = 16 3 2 1|16
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2 3 4|29 2 3 4|29
11 2|13 f‘—zzpp 01 0|3
32 1016] 7 |05 1055
23 4| 29
b lo1 o 3
[0 0 —10| —40
(2x+3y+4z = 29 = x=2
— y =3
—10z = —40 = z=4
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