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9.1 Calculo de integrales dobles. Integral iterada.

Idea del volumen como una suma de volimenes de “rebanadas”. Consideremos un sélido Q cuya
proyeccién sobre el plano XY es un rectdingulo. Tomamos una particién del intervalo [a,b] en el eje
X,a =a < x3 <x2 < .. < xn = Db, luego consideramos las rebanadas “planas” del sélido que
se obtienen intersecando el sélido con cada plano Py : x = xx. Digamos que cada rebanada tiene drea
A(xx). Cada seccion del s6lido, entre los planos Px_1 y Py, es aproximadamente un prisma y, su volumen

n
aproximado es A(xy)Axk. De esta manera: Volumen de Q : Vg » Z A(xy)Axy
k=1

Wolfram CDF Player

Volumen
aproximado

Alxp)Axy

x

Figura 9.1: Volumen de Q aproximado como una suma del volimenes de n rebanadas

Ahora, tomando una particién de [a, b] en n subintervalos de igual tamafio tenemos

n b
Volumende Q : Vo = lim Z A(xk)Axy = J A(x) dx
n—o00
k=1 a
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9.1. CALCULO DE INTEGRALES DOBLES. INTEGRAL ITERADA. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 2

Yk
Pero cada drea A(xk) se puede calcular en el plano x = xx como A(xy) = J f(xk,y) dy, entonces
Yk-1
tendriamos
b b q
Volumende Q : Vg = J A(x)dx = J (J f(x,y) dy) dx
a a P

Integrales iteradas. La idea anterior se puede generalizar a sélidos con una proyeccién mds general.
Consideramos un sélido Q entre las superficies (suaves) S1: z = f(x,y) y S2: z = g(x,y), como se
muestra en la figura que sigue; conforme nos desplazamos por los planos x = xyi, el area A(xy) y el
volumen V( se obtienen como

g2(xx) b b go(x)
Axy) = J [f(xx,Y)—9g(xk,y)] dy y entonces Vg = f A(x)dx = J { [f(x,y) — g(x,y)] dy | dx
g1(xx) a a g1(x)
Wolfram CDF Player
'y
J S1:z=f(xy)

Soiz=g(x,y)

X

Figura 9.2: Célculo de integral iterada, en el orden dydx

Wolfram CDF Player
@

S2:z=g(x,y)

S .Y

Figura 9.3: Célculo de integral iterada, en el orden dxdy
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De manera andloga, si nos desplazamos sobre los planos y = yy, el drea A(xy) y el volumen Vg se
obtienen como

ha(yx)

Axx) = J

ha(x)
j [F(x,y) - g(x,u)] dx | dy
hi(yx)

q q
[f(x,yx)—9g(x, yx)] dx y entonces Vg = J Ax)dy = J (
hi(x)

P P

El teorema de Fubini establece que si f es continua sobre R (por tanto Riemann integrable) la integral
doble se puede evaluar por “integracién parcial” respecto a cada variable, una a la vez. Este es el método
de “integrales iteradas”. Primero debemos especificar dos maneras de describir una misma regién.

e Region entre las curvas y = gi1(x) y y = ga(x). Y

R ={(x,y) € R?> talque a < x < b y gi(x) <
y < g2(x)} con g1 y gz funciones continuas en
,b

[a,b].

Y x=hy(y)
e Region entre las curvas x = hi(y) y x = ha(y). a
R={(xy) € R* talque p < y < q y hy) <
x < hp(y)} con hy y hy funciones continuas en »
[p, ql- xZ ()
X
Teorema 9.1 (Fubini).
Sea R={(x,y) € R?talquea < x < bygi(x) <y < ga(x)} con g1 y Y
g> funciones continuas en [a, b]. Si f es continua en R, entonces
b pga(x) b g2(x)
fff(x,y)d/\:‘[ J f(x, y) dy dx:J J f(x,y) dy| dx
R a Jgi(x) a |Jagi(x)
S _ 2 Y x=hy (V)
ea R={(x,y) € Retalquep <y < qyhi(y) <x<hyy)} con hy y q
h, funciones continuas en [p, q]. Si f es continua en R, entonces
q ha(y) q | pha(y)
ff f(x,y)dA = J f f(x,y)dxdy = J J f(x,y)dx| dy
R p Jh() S E) p Zh)
X
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Ejemplo 9.1

Sea R la region de la figura. Vamos a calcular ff xy dA usando el orden de integracién “dy dx” y
R

el orden de integracién “dx dy.”

Si la variable independiente es x entonces la regién R estd entre las  y A

2
curvas y =x (arriba) y y = X? (abajo), entre x =0y x = 2. 2 ;
Tomando a y como variable independiente, entonces la region estrd y=J
entre x =y (“abajo”) y x = y2y (“arriba”) entre y=0y y =2. i R 2
y :‘3
, >
2

e Integrando en el orden “dy dx”: En este caso, la variable independiente es x.

[:ff xy-dA
R Wolfram CDF Player

\
Regi 6n de integraci 6n /f;

Orden de integraci 6n
dydx [ dxdy [

g xy dA

1l
e N
%
|XN x
x
«
o
«
[ ——'
o
x

1
o N
—

9
N %,

|

®
|?<
NS
e

o

R

1
WIN

e Integrando en le orden “dx dy”: En este caso, la variable independiente es .
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9.1. CALCULO DE INTEGRALES DOBLES. INTEGRAL ITERADA. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

I= ~dA
ffx” Wolfram CDF Player

Regi 6n de integraci 6n Z\\
. )/
- _"/

Orden de integraci 6n
dydx [ dxdy [

r2 | pv2y
ff xydA = J xy dx| dy
R JO y
r2 XZ \/Z_U
= Y dy
dO y
2 2y y? 2
= =7 Z ylay=2

Ejemplo 9.2

En este ejemplo se muestra como el nimero de
regiones de integracion puede variar, de acuerdo a la YA
eleccién del orden de integracion. >

Considere la integral I = ff(xz +1y?)dA, donde R es
R

la region de la figura. Vamos a calcular esta integral
doble, usando el orden de integracién “dy dx” y el i 2 N
orden de integracién “dx dy.”

e Orden “dy dx”: en este caso R = Ry |J R2 |JR3. La manera de ver la regién es como sigue,
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Calcular I=ff (¥ +y?)-dA
R

Wolfram CDF Player
Regi 6n de integraci 6n

- “
Y Orden de integraci dn -

‘ dydx [V  dxdy ]

f1 [ pex? 27 p1 37 p3-x
[[x+y?an = f x2+y2m;dx+f ‘[x2+yszdX+J. J X2+92¢4dx
4 Jo |Jo 1 1Jo 2 1Jo
o1 3¢ 2 3 3 33—x
= xzy+y— dx+j x2y+y— dx+J x2y+y— dx

rl 6 2 3 3
_ 4, X 1 > B 2_4x 1207
= Jo xX* + 3 dX+L 3+x dX+J‘2 9-9x+6% = dx = 210

“ ”
* Orden dx dy Calcular I = fj}; [12 + yZ) ~dA Wolfram CDF Player

.

sl 3—-y Regi 6n de i ntegraci6n
I = J\ Xz =+ yz dX dy Orden de ‘i-nwteqraci 6n
JO | W % dydx D dxdy E
r1[ .3 3-y
= % +xy? ] dy
v 0 | vg
rl 3 3
B-y) vy
= | S G- - (VD) dy
J0
1207
- 210
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9.1. CALCULO DE INTEGRALES DOBLES. INTEGRAL ITERADA. (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Ejemplo 9.3

1 px 4 px
Considere la integral I = J J f(x,y) dy dx + J I f(x, y) dy dx. Dibuje la regiéon de integracion
0 J—x3 1 Jx-2

y reescriba la integral en el orden “dx dy.”

Solucién: La region de integracion en la primera integrales 0 < x < 1y x <y < —x°. La region de
integracién en la segunda integrales 1 < x <4y x <y <x-—-2.

En la figura aparece la region de integracion. Si y es la variable independiente, R = Ry |J R U Ra.

e Orden “dx dy”

ff f(x,y) dA ff f(x,y) dA + H f(x,y) dA + U f(x,y) dA
R R3 R2 Ry

404 2 py+2 0 py+2
J J f(x,y) dx dy + J J f(x,y) dx dy + J J f(x,y) dx dy
2 Jy 0Jy -1J-3y

Ejemplo 9.4

-1 px+6 0 px+6
SeaI:J J dydx+J j dy dx.
-2 Ja-a(x+2) ~1dx+1

a.) Dibuje la region de integracion.

b.) Plantear la integral o las integrales que corresponden a I invirtiendo el orden de integracién.

Y y=x+6

Solucion: La region es

4-4(x+2<y<x+6 si —2<x<-1

x+1<y<x+6 si -1<x<0
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9.2. AREA DE UNA REGION (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/)
Dibujar laregién R Wolfram CDF Player
Regi 6n de i ntegracién j

Orden de integraci on

Para integrar en el orden “dx dy” hay que partir
la region en tres subregiones R, Ry, Rs. ie B ey [
A ioyo6
— o
g g
Ri: 2+ <xgy-1 si 0<y<l1
2 R; N
1 Rt -2+ 42_y<x<0 si I1<y<4 \ Ry
R3: y—-6<x<0 si 4<y<6 Pa=y-l
i x
4—y
x=-2+ 3
Luego,
1 py-1 400 6 (0
I:II dxdy+ff dxdy+JJ dx dy
0 J-op iy 1 Joe ¥y 1 Jy-6
|

9.2 Area de unaregion

e De acuerdo con nuestra definicion de integral doble, el &rea Ar de una regién R se puede calcular

con la integral doble (“drea de la base x altura”)

AR :ﬂldA
R

Ejemplo 9.5
1 p3-x2
J dydx

Considere una regiéon R de area Ag = J
0 J2x

1. Dibuje la regién R
2. Plantee la o las integrales que permiten calcular Ag en el orden de integraciéon dxdy.

3. Calcule Ag

Solucion:

1 p3-x2
1. Dibuje laregién R : La integral Ag = J J dydx nos dice que la regién R esta entre las
0 J2x

curvas y = 2x (abajo) y y =3 —x? (arriba), entre x =0 y x = 1.
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9.3. EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 9

A

-

4 p ~ z
/xz() \y—3—x

Figura 9.4: Region de integracién R

Para calcular Agr en el orden de integraciéon dxdy
debemos despejar x como funcién de y.

x:% y x=+y3-y

Ademas debemos calcular la interseccion entre estas
curvas para poder partir la regién apropiadamente.

IJT\ZX ﬂzy:B—xz = 2x=3-x) = x= /x:O \x——l—\/?fy
y:

Regién de integracion R = Ry + Ry

La regién queda de la siguiente manera

2 0% 3 3y
AR:J J dydx+J I dydx
0 Jo 2 Jo

1 p3-—x2 1 p3-x2 ) 1 5
3. AR:J J dydx = J J yhx dxzj (3 —x? = 2x)dx = = ul?
0 J2x 0 J2x 0 3

9.3 Ejercicios

® 9.3.1 Considere la integral

13-y 0 r3(y+1)
I= J J 36 dxdy + J I 36 dxdy
0 J2y2 -14J0

a.) Dibuje la region R de integracion.
b.) Plantee la integral I en el orden de integracién dydx.

c.) Calcule I
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1 py 2 pV2-y
9.3.2 El area de la region Ry, viene dada por J J dxdy + J J dx dy. Dibuje la
0 Jo 1 Jo

region Ry y calcule la integral en el orden dy dx.

4 p8-22/2

0 p8-22/2
9.3.3 Considere la integral I = J xy dydz + J J xy dydz. Dibuje la region
0 J4-z —4 J4+z

de integracion y plantear la integral 1 usando el orden de integraciéon dz dy.

y=x-1>%+1

A
y=x

[

9.3.4 Calcular ff x%cos(y) dA si D es la re- ;
D
gion que se muestra en la figura a la derecha D
1 2

Figura 9.5: Region D

9.3.5 Considere la regiéon R que se muestra Yf‘
a la derecha (region sombreada). Esta region =92 (z+2)?
estd limitada por las curvas y = 0,y = 2;
y=2-(x+2)* y x+y = 2. Plantear la integral

ff f(x,y) dA en el orden “dxdy” y en el orden R

Wolfram CDF Player

R
“ dy dX”

o\l

9.3.6 Considere la region R a la derecha. Esta
region estd limitada por las curvasy = 0;y = 2;
y =2-(x+2)? yy = (x — 3). Plantear la integral

ff f(x,y) dA en el orden “dxdy” y en el orden

R
“ dy dX/I
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9.4. APLICACION: CALCULO DEL CENTRO DE MASA (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

9.3.7 Use integrales dobles para calcular el
area del circulo de ecuacién x? +y? = a®

Y

9.4 Aplicacion: Calculo del centro de masa

Consideremos el “subeybaja” uniforme de la figura a
la derecha con masas m; y my en cada extremo. Si
situamos el “subeybaja” en un sistema de coordenadas
XY con el punto de apoyo (“fulcro”) en el origen. En
este caso, las coordenadas xi, x, cumplen x; < 0 <
x1.. El “subeybaja”estd en equilibrio si

m m
mix; + mpxp =0 32 I 31
Xy A X1
En este caso, si la suma da cero, el centro de masa 0
" 7 z .
(“punto de balance”) seria el origen. El punto de Figura 9.6: El “subeybaja” estd en
balance o centro de masa los denotamos con X. equilibrio si x;my + xomz = 0

Momento. Si tenemos k cuerpos de masa m; enton-
ces el producto mix; se llama “momento” de este
cuerpo respecto al origen del sistema de coordenadas
y mix1 + mox2 + ... + mix se llama el “momento
total” respecto al origen.

Para encontrar el centro de masa se usa el siguiente principio de la fisica

El centro de masa es el punto x conla propiedad de que si toda la masa del sistema fuera concentrada
alli, el momento total del nuevo sistema debe ser el mismo que el del sistema original

Es decir, si M = mj + my + ... + my es la masa total, entonces el centro de masa x cumple

MX=x1m; +myXxp + ... + X Mi

X1 M + My Xy + ...+ X My
M

Tenemos entonces x =

En dos y tres dimensiones la idea es similar: Tenemos k cuerpos, el cuerpo i tiene masa m;
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A
Z
mp
(X2/ 92) ms m
(x2,Y2,22)
(x3,Y3) s
m ' (X1,Y1,21)
(x1,Y1)
- Y

Figura 9.7: Sistema de k masas en E2 Figura 9.8: Sistema de k masas en R®

El “momento” mide como el sistema se balancea respecto al sistema de coordenadas. Las coordenadas x;
miden la posicién relativa respecto al eje Y y las coordenadas y; miden la posicién relativa respecto al eje

X
k
Momento total respecto al eje Y = Z mixi
i=1
k
Momento total respecto al eje X = Z miyi
i=1

k
" ZmiX‘
_ —  i=1
I\/lsz:mlx1 - X = M
i=1
y
k

k
— =1
MU= ) miy = = =—
i=1

Y en tres dimensiones el centro de masa X, y, z se define de manera similar.

En el caso “continuo” en R?, tenemos la masa distribuida de una manera continua a través del sistema.
Imaginemos que tenemos una “lamina delgada” con densidad p(x,y) en cada punto (x,y). La “lamina”
es una regién D del plano XY, entonces el centro de masa es el punto (X, ) :

{[ x0tx,y)aa
_ _  Momento total respecto alejeY ~ p
* T Masa total B M
con M= ff p(x,y) dA
D
{[yotxy)da
— _ Momento total respecto aleje X D
v Masa total B M
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ij
L

Figura 9.9: “Lamina” D con densidad p(x,y) en cada punto (x,y)

X

Intuitivamente, el término “p(x,y) dA” representa la masa de una pieza de ldmina “inifinitamente peque-

fa”y M = jf p(x,y) dA es el limite de las sumas de las masas “locales”, es decir, la masa total. Las otras

D
integrales son el limite de las sumas de los “momentos” correspondientes.

Valor promedio de una funcién. El valor promedio de una funcién es f : R2 — R sobre D es

ff f(x,y) dA
= D

fo=—r

fo1-dA

Ejemplo 9.6

Considera la region D, en la figura a al derecha, que A
representa una “ldmina”de densidad p(x,y) = x*+vy. ® 9 °
Calcule su centro de masa.
Solucién:
fj xp(x,y) dA
- D
X = —/————
{] o, y)an
D Uy =x2
{[yotx,y)an - T~
= D
If p(x,y) dA Figura 9.10: Regién D : Lamina de
5 densidad p(x,y) = x* +y.
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3 09
1296
Masa M:J J (x2+y)dydx:—5
-3 X2

-~
-

3 09 , )
x (x* +y) dydx
% — J—3 JXZ — O /
M
3 09 ,
x“ +y)dydx
o LLZy( y) dy 5
vy = M -7 o Figura 9.11: Centro de masa (X, y)
El centro de masa es (x, y) ~ (0,6.43)

@ Puede pasar que el entro de masa quede fuera de
la region D, por ejemplo en el caso de que D sea
un anillo o tenga forma de herradura, con densidad
uniforme

Ejemplo 9.7

Encuentre la masa y el centro de masa de la lamina
que ocupa la regién que se muestra a la derecha y tiene
funcién de densidad p(x,y) = x + e>Y*>

1 p2-—x 2 px
J J x(x+e5y+5) dydx+‘[ J X(X+€5y+5) dydx
0 Jo 1 Jo

= _ ~1
X M

1 p2—x 2 px
I J y (x+ 659+5) dydx +J J y (x + e5‘-’+5) dydx
0 Jo 1 Jo

M

N

Figura 9.12: Lamina con p(x,y) = x + e’Y*>

1 p2—x 2 px
Solucién: Masa M = J J (x + 659+5) dydx + J J (x + e5‘-’+5) dydx =~ 259703.
0 Jo 1 Jo

y= ~ 1.607187

Observe que en este caso el centro de massa esté fuera de la la lamina: (x,y) = (1,1.607)
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¥
8

+
<
I

[\

\J

1 2

Figura 9.13: Centro de masa (X, y)

9.5 Ejercicios

3 o
9.5.1 Encuentre la masa y el centro de masa
de lalamina que ocupa la regién que se muestra a
la derecha y tiene funcién de densidad p(x,y) = 1
3x2 + 3y?
L L '_»
1 2 3
Figura 9.14: Ldmina de densidad p(x, y) = 3x? + 3y?
A
2T +y=2
9.5.2 Encuentre la masa y el centro de masa Y+ T
de la ldmina que ocupa la regién que se muestra a ]
la derecha y tiene funcién de densidad p(x,y) =
2443
x“+y
1 2 .

Figura 9.15: Ldmina de densidad p(x,y) = x* + y°

9.5.3 Encuentre la masa y el centro de masa de la lamina que ocupa la region
D = {(x,y) € R? talque -1<x<1A0<y<1}
y tiene funcién de densidad p(x,y) = x?
9.5.4 Hallar el promedio de f(x,y) = ysen(xy) sobre D = [0, 7] x [0, 7]

9.5.5 Hallar el promedio de f(x,y) = e**Y sobre el tridngulo de vértices (0,0), (0,1) y (1,0)
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9.6 Solucion de los ejercicios

9.3.1 ‘5@ 5

2 3 p(x=3)2
I = J J 36dydx+J J 36 dydx 15
0J3-1 2 J3-1 |

2 3
- J (—12x+18«/5+36) dx+J (36x2—228x+360) dx 05
0 2
= 144
YA
2
y=2—a2
1 p2-x2
932§§® AR:J J dy dx = 7/6 1
y o
y=x
! ~

9.3.4 VA)@

1 p(x=1)2+1 2 px
J J x? cos(y)dydx + J J x? cos(y)dydx ~ 2.54045
0 Jo 1 Jo

9.3.5 ﬁ@
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1.1 = J J f(x,y) - dxdy
2+V2-y

—2+V2 p2 0 2 2—x
J J f(x,y) - dydx + J J f(x,y) - dydx + J J f(x,y) - dydx
-2 2—(x+2)2 —2+v2 Jo 0 Jo

9.3.6 ') Cuidado, debe escoger la rama correcta en cada parédbola.

L
—
I

2 (3T
fj f(x,y)dA = J f(x,y) dx dy
% Jo J2+v2Ty

»—2+V2 3 (x-3)*
I f(x,y)dydx + J I f(x,y)dydx + J‘ J f(x,y) dy dx
J-2 2—(x+2)2 242 -v2 Jo

ff f(x,y)dA =
R

Va2—x2
9.3.7') A:J J 1-dydx:a27t
—ad-

(12
9.5.1 ﬁ Masa M =86
Y
10
o
- 215
2—x 2 X 109
9.5.2 ') Masa M = J J (xz +y3) dydx +J J (xz +y3) dydx = —.
0 Jo 1 Jo 15

~ 1.3211

1 p2—x 2 px
I J x(x2+y3) dydx+J I x(x2+y3) dydx
< _ J0 Jo 1 Jo
M
1 p2—x 2 px
j J y(x2+y3) dydx+f J y(x2+y3) dydx
0 Jo 1 Jo

= ~ 1.0412
y i 8

Centro de masa (X, y) ~ (1.3211,1.04128)

9.5.3 ') Se omite.
9.5.4 ') Se omite.

9.5.5 '3 Se omite.
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