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8.1 [Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange

Supoéngase que queremos hallar los maximos y los minimos relativos de z = f(x, y) sujeto a la restriccion
g(x,y) = 0. Esto significa que la funcién f(x,y) solo podra ser evaluada en los puntos (x, y) que estén en
la curva de nivel g(x, y) = 0, es decir f(x, y) estd restringida (o sujeta) a g(x,y) = 0.

Una manera de resolver este problema, en el caso de un minimo local, se puede obtener con un anélisis
geométrico de la situacién: En las cercanias de un minimo local, nos desplazamos sobre g en la direccién
de méximo decrecimiento de f, hasta el punto “més profundo” que puede alcanzarse sobre g en esta
direccion. Este punto podria ser el minimo local con restricciones que andamos buscando.

Digamos que P = (a,b, c) es el minimo local con restricciones. Para poder determinar este punto con
una ecuacién, podemos pensar que viajamos a “este punto mas profundo” atravesando curvas de nivel,
entonces la “tltima” curva de nivel deberia ser una curva de nivel z = ¢ tangentea g en P (si P no esun
punto terminal de g). Que estas curvas sean tangentes significa que sus gradientes son paralelos, es decir,
Vz(a,b) = AVg(a, b.) Esta es la ecuacién que usamos para determinar P.

El anélisis es similar para determinar un maximo local con restricciones: En las cercanias de un maximo
local, nos desplazamos sobre g en la direcciéon de méximo crecimiento hasta el punto mas profundo que
podamos alcanzar, sobre g.
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Teorema 8.1 (Multiplicadores Lagrange. Condicion de primer orden)

Sea U C R? un conjunto abierto y sean f, g: U — R funciones C! y sea x* un extremo local de f
en el conjunto D = {x € U|g(x) =0.} Entonces, si Vg(x*) # (0,0), existe A € R (que puede ser
cero) tal que

VE(x') — AVg(x*) = (0,0) -

El teorema dice que los extremos locales x* de f sujetos a la restricciéon g(x,y) =0 (y Vg(x*) #(0,0)),
son puntos criticos de la funcién “lagrangiana” L(x,y,A) = f(x,y) — A g(x,y), pero no necesariamente
viceversa. Puede suceder que algunos puntos criticos de L no sean extremos locales de f sujeto a la
restriccién g(x,y) = 0.

En el caso de z = f(x,y) sujetaa g(x,y) =0, podriamos informalmente justificar el teorema asi: Supon-
gamos que la curva g se puede dar en forma paramétrica como r(t) = (x(t),y(t)) y sea x* = r(tp) un
extremo local de este problema con restricciones. Entonces, usando regla de la cadena, deberia tenerse

%f(r(t)) =0, entonces

t=tp

d of
1)

- (a—x"'(t)' aa—zy'(w) = Vi(x") - T'(tg) = 0

t=tp

d
= S T(x(),y(1)

t=tg

t=ty

g:r(t)= (x(, y®)

VE(x9

Esto nos dice que Vf(x*) es perpendicular al vector tangente a la curva de restricciéon en x*, es decir,
Vf(x*) y Vg(x*) son paralelos donde se alcanzan los extremos locales (si Vg(x*) # 0)... pero no necesa-
riamente viceversa.
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Multiplicadores de Lagrange Wolfram CDF Player

Arrastre el localizador para
recorrer la restriccion g(x.y)=0

Ctrl- Rat6n: Zoom
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Figura 8.1: Un problema de optimizacién con restricciones.

Método de los multiplicadores de Lagrange con una restriccion:

e Para minimizar o maximizar f(x1,x2, ..., Xxn) sujeta a la condicién g(xi,x2, ..., xn) = 0, se busca los
puntos criticos de L(x1, Y1, ..., Xn,A) = f(x1, X2, ..., Xn) = Ag(X1, X2, ..., Xn).

Para hallar los puntos criticos de L(x1, Y1, ..., Xn, A) se debe resolver el sistema

Ly, = 0
Ly, =0
9(X1/X2/---;Xn) =0

En tres variables, podriamos encontrar los puntos criticos del problema de optimizacién, como
soluciones del sistema

L(x,y,z,A) = f(x,y,2z) —Ag(x,y,2)

A A se le llama multiplicador (de Lagrange). Observe que A podria ser cero. Esto pasa por ejemplo
cuando un extremo local con restricciones coincide con un extremo local (sin restricciones).

e Criterio de clasificacion. Para determinar si los puntos criticos son maximos, minimos o no son ni
maximos ni minimos, se podria recurrir a al criterio de la Hessiana orlada (que no vemos en este
curso). Sin embargo, en los problemas que siguen, los puntos criticos se pueden clasificar de manera
directa (usando la geometria del problema o una comparacién).

Ejemplo 8.1

2
1 3 4y?
Maximizar y minimizar f(x,y) = x* + 3 ( - 5) + 1 sujeto a la restriccién x? + % =1.
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(E3) obtenemos los puntos y = +3/2.

(E2) nos da una solucién compleja.

eso A=0) yen (0,-3/2) se alcanza un méximo local.

Ver gréfico de L(x,y.A) [ |
con A =15

Recorrer restriccion g(x,y)=0

Multiplicadores de Lagrange
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2
1 442
Solucién: Sea L(x,y,A) = x* + = _3 d 1228 1)
3 2 9
L =0 2x — 2Ax = 0 = X(l—}\):o (El)
x =
2 3 8Ay
L, = 0 P )
y ] 3(y 2) 5 0 (E2)
Lx = 0
! 2 4y°
1- e 0 (E3)

De (E1) vemos que la solucién del sistema requiere que x =0 0 A =1 . Si x =0, sustituyendo en

Si A =1, sustituimos en la ecuacién (E2) y obtenemos y = —4.5, pero al sustituir en la ecuaciéon

Los puntos criticos de L son (0,3/2) con A = 0 y (0,-3/2) con A = 1.5. Evaluando en f cada
punto, obtenemos que en (0,3/2) se alcanza un minimo local (coincide con el minimo de f, por

Wolfram CDF Player

Figura 8.2: Un problema de optimizacién con restricciones.

Ejemplo 8.2

Minimizar z = x> + y2 sujetoax —y = 0.

Solucién: Sea L(x,y,\) = x> +y?> = Ax —y) = 3

=0 2x—A = 0
= 0

= 2y+A = 0
=0 x—y = 0 (E3)
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Sustituyendo x = A/2 y y = —A/2 en (E3) obtenemos A =0 y, por tanto, x =0, y = 0.

En este caso, A = 0 indica que el minimo con restricciones coincide con un minimo local de z.

Ejemplo 8.3

Determine tres ntimeros reales positivos x, y, z cuya suma sea 10 y su producto méximo.
Solucion: Hay que maximizar el producto P = xyz sujeto a la restriccién x +y +z = 10.

Sea L(x,y,A) =xyz—Alx+y +z—10).

Ly = 0 yz —A =0
Ly = 0 Xz — A =0
—> A
L, = 0 Xy — A =0
gx,y,z) = 0 x+y+z-10 = 0 (E4)

Despejando A obtenemos

Yyz=xz y XzZ=Xy.

Como x, y y z son, en este caso, positivos; podemos cancelar y entonces x =y = z. Sustituyendo
10
en (E4) nos queda 3x —10 =0, esdecir, x =y =z = 5

Ejemplo 8.4

Determine el maximo y el minimo de f(x,y) = x*> +y> sujetoa x*+y* =1

Solucién: La lagrangiana es L(x,y,A) = x> + y> - A(x* +y* - 1)

e Puntos criticos:

Ly = 2x — Mx° =0 2x(1-2Ax%) = 0
Ly, = 2y - My? =0 = { 2y(1-2\y?) = 0
Ly = x‘—y*+1 = 0 (E3) xt-yt+1 = 0 (E3)

Casos para anular las tres ecuaciones:

e Caso x =0y y =0. Al sustituir en (E3) obtenemos 1 = 0. No obtenemos puntos criticos.
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e Caso x = 0 y 1—2Ay? = 0. Al sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (0,+1) y
A=1/2.

e Casoy = 0y 1-2\2 = 0. Al sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (+1,0) y
A=1/2.

e Caso 1-2A\y? =0y 1-2Ax? = 0. Elevando al cuadrado obtenemos 4A\?y* =1 y 4A%x* = 1.
Multiplicando (E3) por 4A\? a ambos lados y sustituyendo, obtenemos los cuatro puntos

+1 +1
criticos [=—=, —=] y A2 =1/2.
(\4/5 \4/5)

Para clasificar los puntos de manera “empirica”, podemos evaluar en la funcién f. Para visualizar la
situacién, dibujamos la curva de interseccién entre la superficie z = x> + y? y la superficie generada
por la curvax* +y* = 1.

Z

/K\/

-

Yy

= ) y cuatro puntos minimos relativos,

asi, tenemos cuatro puntos méximos relativos, (

0,+1,1), (£1,0,1)

SE
S/t
Gl

Ejemplo 8.5

Calcule el valor minimo de la funcién f(x,y) = x> + (y — 2)? si (x,y) son puntos de la hipérbola
x> -y?=1

Solucién: . El problema es minimizar la funcién objetivo f(x,y) = x* + (y —2)? sujeto a la restriccién
2_ .2
x> -y -1=0.

La lagrangiana es L(x,y,A) = x> + (y — 2)> = A(x* —y> - 1)

e Puntos criticos: Debemos resolver el sistema VL =0, es decir,

Ly = 2x - 2\x =0 2x(1-A) = 0 (E1)
L, = 2u-2)+2y = 0 = { (y-2)+Ay = 0 (E2)
Ly = x¥*-y?-1 =0 x?>-y>-1 = 0 (E3)
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De (E1) vemos que tenemos dos casos, x =0y A =1.

El caso x = 0 no es solucién pues no satisface (E3).

El caso A =1 lo sustituimos en (E2) y obtenemos y = 1 y este valor de y lo sustituimos en (E3) y

obtenemos x = +V?2. Este procedimiento nos garantiza que todas las ecuaciones se anularon y que
son la solucién del sistema.

Los puntos criticos son (V2,1) y (=V2,1).
Para determinar de manera empirica el minimo,
evaluamos estos puntos en f.

f(v2,1) =3
f(-v2,1) =3

En este caso, los dos puntos (\/5,1,3) y
(—\/Z 1,3) son minimos locales.

Figura 8.3: Minimos locales

8.2 Ejercicios

® 8.2.1 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x*+y>+1 sujeto a la restriccién x>*—y? = —1”
tiene un maximo y un minimo local. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine el ma-
ximo local y el minimo local.

® 8.2.2 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x>*+y>+1 sujeto a la restriccion x*—y? = 1”
tiene varios méximos y un minimos locales. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine
los maximos locales y los minimos locales.

8.2.3 Considere el plano T : x -2y +4z =4y Q = (1,0,1) ¢ TI. Determine el punto
P =(x,y,z) € IT tal que la distancia d(Q,TT) = d(Q, P) es minima.

8.2.4 Considere la superficie S : z = x> —y?> y Q = (0,2,2) ¢ S. Determine el punto
P =(x,y,z) € S tal que la distancia d(Q, S) = d(Q, P) es minima.

® 8.2.5 Considere la superficie S de ecuacién xy?z = 32.

a.) Si (x,y,z) € S entonces x #0, y #0 y z# 0, ;Porqué?

b.) Use multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos Q = (x,y,z) € S que estan
mas cerca del origen O = (0,0,0).


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

8.2. EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 8

8.2.6 La densidad de una superficie metdlica esférica de ecuacién x? +y2 + z2 = 4 estd dada
por p =2+ xz +y%. Encuentre los puntos donde la densidad es mayor y menor.

8.2.7 Maximizar z = 1 —y sujeto a la condicién x® +y® = 1.
8.2.8 Obtener el maximo local de f(x,y) =9 — x> —y? sujetaax +y = 3

8.2.9 Sean k una constante positiva y C(r, h) = 2kr? + 2.5(2krh) cont,h > 0. Minimizar
C(r,h) sujeta a la restriccion kr*h = 1000.

8.2.10 Determine los valores maximos y minimos de z = x*y? sujeta a la condicién x* +y? = 1.

8.2.11 Calcule el valor minimo de la funcién f(x,y) = x> + (y —2)? si (x,y) son puntos de la
hipérbola x* —y% = 1.

8.2.12 Un tanque sin tapa, de forma de caja rectangular, debe tener un volumen de 8000 cm?.
Los costos anuales de calefaccién se calculan de la siguiente manera: $2 por cm? para el fondo
y para dos de las caras laterales (opuestas) y $4 por cm? para las restantes dos caras laterales.
Hallar las dimensiones del tanque que minimizan el costo.

8.2.13 Para la construccién de una caja de base rectangular, con tapa,
con un volumen de 16m? se tiene la siguiente funcién de costo para los

materiales h
C(x,y,h) = 18xy + 16xh + 12yh

Utilizando Multiplicadores de Lagrange, calcule las dimensiones de la
caja de modo que el costo de los materiales sea minimo.

8.2.14 Se quiere construir un cilindro circular recto con fon-
do pero sin tapa (ver figura). Si se dispone de 48mcm? de lata
para construirlo; use multiplicadores de Lagrange para determinar
las dimensiones del cilindro de tal manera que su volumen sea méximo.

8.2.15 Se desea construir un tanque para almacenar agua caliente v
en un cilindro con un tope esférico (media esfera). .
El tanque se debe disefiar de tal manera que puede almacenar 300m3 T
de liquido. Determinar la altura total y el didmetro del tanque de tal h

manera que la pérdida de calor en la superficie sea minima. (La pérdida _
de calor en la superficie serd minima si su drea es minima). § |
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8.2.16 (*) Consideremos el problema: Minimizar f(x,y) = x> + y> sujeto a la restriccién
g=x-y =0. (0,0) no es ni maximo ni minimo local de f en D pues Ve >0, (¢,€) € Dy
(—e,—€) € D pero f(0,0) = 0 > f(—e,—€) = —2€> y £(0,0) = 0 < f(e, ) = 2€>. Sin embargo,
verifique que (0, 0) es la tinica solucién del sistema VL(x,y,A) =0

8.2.17 (*) Consideremos el problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién y* — x? = 0.

El punto (0,0,0) es un maximo local para este problema pues como y® = x? entonces y > 0
por lo que z(x,y) = -y <=0=2(0,0) V (x,y) € D. Verfique que (0,0) no es punto critico de
L, y,A) =~y = My’ = x?).

8.3 Solucion de los ejercicios

2x(1-A) = 0 = x=0V A=1
8.2.1 '3 L(x,y,A) = X2+1y3+1-A(x2-y2+1) = { 3y’ +2Ay =0 0 (E2)
x> -y2+1 = 0 (E3)
e x=0en (E2)nosday = +1 ysustituyendo en (E2) nosda A = +3/2, asi que (0, £1) son dos puntos
criticos.

e A=1en(E2)nosda y=0y y=-2/3 pero al sustituir en (E3) no nos da solucién.

Puntos criticos: (0, -1), (0,1). Maximo local (0,1,2) y minimo local (0, -1,0)

13 2 -V13
8.2.2 ') Puntos criticos: (1,0,1), (-1,0,1), E,—— , i,—— . Los méaximo locales son
3 3 3 3
. Vi3 2 58 Vi3 2 58
(1,0,2) y (-1,0,2) y los minimos locales son (T'_g'ﬁ y ~ 3 T3
8.2.3 '3 Lix,y,z,A) = (x =12 +y2 + (z—1)2 = A(x — 2y + 4z — 4)
. = 20
21
2
AL=0 Yo
= —_— _ 17
S
-1
A= —
V21
20 2 17 1
==, =, — My d(Q,T) = -P|| = —
(21 > 21)6 y dQI = IQ-Pll =
8.2.4'3 Lx,y,z,A) = V2 + (y =22+ (2= 22 = Az —x2 - y?)

AL=0 = x=0, y 2y® -3y -2 =0. La solucién de la ctibica se puede hacer con la calculadora. De
este modo:

P~ (0, 1.47569, 2.17765) y d(Q,TT) = ||Q — P|| ~ 0.553592

8.2.5 '3
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a.) Como xy?z = 32 entonces x, y ni z puede ser nulos (sino el producto seria 0).
b.)  Problema: “Minimizar d(Q, O) sujeto a la restriccién xy?z = 32.”

“Minimizar d = /X2 +y2 + z2 sujeto a la restriccién xy?z = 32.”
Sea L(x,y,z,A) = VX2 + Y2 + 22 — AN(xy?z — 32) = X2 + Y2 + 22 — Axy?z — 32)\).

e Puntos criticos.

X 2%z = 0 (E1)

L, = 0 VX2 +y? + 22
L, = 0 %—Z?\xyz = 0 (E2)

N VX2 +y?2+z

L, = 0

] e = 0 ()

L = 0 x2+y2+z
xy’z-32 = 0 (E4)

Como x, y y z son no nulos, podemos despejar A en las ecuaciones (E1), (E2) y (E3),

2X2 — yz

X y z

= = ’
yzx2 +y2 +22 2xyzyx2+y2+22  xy2yx2 +y? + 22

de donde obtenemos 2x? = y? y y? = 222, es decir x = +z y y? = 2z2. Sustituyendo en la ecuacién (E4)
nos queda z-2z% -z = 2z* =32, esdecir z = +2.

A=

Finalmente, como y? > 0 y como xy?z = 32 entonces x y z deben tener el mismo signo, es decir, x =z y
y = £V2z. Tenemos solo cuatro posibles soluciones,

b7

Q1 =(2, —2V2,2); A=1/8,

Q2=(2, —2V2,2); A=1/8,

Qs =(-2, 2V2, -2); A=1/8,

Qs =(-2,2V2, -2); A=1/8.

Como d(Q1,0) = d(Qz,0) = d(Q3,0) = d(Qq,0),

los cuatro puntos son los puntos de S mds cercanos
al origen.

8.2.6 ') Problema: “Maximizar p = 2 + xz + y? sujeto a la restriccién x> +y? +2z2 -4 =0".

Sea L(x,y,z,A) = 2+xz+y? —A(x? +y? + 2% — 4). Factorizando en la ecuacién Ly = 0 obtenemos los casos
y=0y A=1, yconlasecuaciones Ly =0 y L, = 0 obtenemos los casos z=0 y A = £1/2. Resolviedo
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para estos casos se obtienen los cuatro puntos criticos: (0, +2,0), (1\5, 0, J_r\/i), (i\/i, 0, i\/ﬁ).

Evaluando p en los seis puntos encontramos que p es méaximo en los puntos (0, +2,0) y minimo en los

puntos (i\/ﬁ, 0, i\/i).

8.2.7 ') 0,-1,2).

8.2.8 ') x=3/2, y=3/2, A=-3.

8.2.9 ') L(r, h, A) = +2kr? + 5hkr — A (hkr? — 1000)
10.7722 61774

rx 20 ,ho BOUT 5 0.4641599K

$I

\I’,/E

8210') A=0,x=-1,y=0,
A=0,x=1,y=0,
A=0,y=-1,x=0,
A=0,y=1,x=0,

1 1 1
)\_EIX__EIH__$/
N U |

2/ 1@/ VEI
=1 = __ - _1
A=3,x \/E,y 5
ol b L

2w

1
El valos minimo es 0 y el valor maximo T

8.2.11 ') (£V2,1) y A = 1. Observe que x = 0 no satisface la restriccion.

8.2.12 ') Si las dimensiones son x, y parala basey z para la altura, el problema consiste en

minimizar C(x,y,z) = 2xy +2-2xz+4-2yz sujeto a la restriccion V = xyz = 8000 (entonces x, y, z > 0).
Aqui suponemos que las caras de $4cm? eran las de lados y y z.

Si lo resolvemos por Lagrange,

L(x,y,z,A) = 2xy + 4xz + 8yz — A(xyz — 8000)

Ly = 0
Ly, = 0
Resolvemos L = g —x= 40, y=20, z=10 (yA=2/5)
. =
L 0
8.2.13 ') Sean x el largo, y el ancho y h la altura de la caja. Como se requiere minimizar el costo, la

funcién objetivo es C(x,y, h) = 18xy+16xh+12yh. La restriccion (ligadura) e V = 16, es decir. xyh—16 = 0
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Ast:

Le: 18y +16h—-Ayh =
L,: 18x+12h—Axh
L(x,y,h,A) = 18xy + 16xh + 12yh — A(xyh - 16) = Ln: 16x+ 12y — Axy
Ly : —(xyh—-16) =

o O OO

Multiplicando (E1) por x, (E2) pory y (E3) por h, obtenemos

Ly: 18yx+16hx—-Axyh = 0 (E1)
Ly: 18xy+12hy—-Ayxh = 0 (E2)
Ly : 16xh+12yh—Axyh = 0 (E3)
Ly : xyh = 16 (E4)

e Jgualando (E1) y (E2) tenemos 18yx + 16hx = 18xy + 12hy = y = %Lx (pues h # 0, se puede cancelar)
e Igualando (E1) y (E3) tenemos 18yx + 16hx = 16xh + 12yh = h = %x (puesy # 0, se puede cancelar)

4 1
Sustituyendo y = XY h= —8x en (E4) se obtiene x = 2. Por tanto,x =2, y = 8 h=3 (y A=12)

12 3’

8.2.14 '} Problema: “Maximizar V(r, h) = rir?h sujeto a 487 = 27tr h + 7ir2.”

o L(r,h,A)=nr’h —A(2rh + 1% — 48).

nirh

r=2mrh—=A2h+2r) = 0 (1) A= T puesh >0y r>0.
° Lp = mr2 — A2r =0 (2 = A= 7'[T72T
Ly=2rh+ 2 = 48 (3) 2rh+12 = 48

T h=1)=0 — r=h (r>0).

Ah =A
ora, A == nir -2

Luego, sustituimos r = h en la ecuacién (3) :
2rh+712 =48 = 2h?+h?2 =48 = h=+4.

. Las dimensiones son h =4 y r = 4.

2
8.2.15 '3 Problema: “Minimizar A = 37tr? + 27trh sujeto a la restriccion V = mrlh + 57‘[1*3 = 400"
La altura total es h + 1 = 8.49m y el didmetro es d = 8.49m

8.2.16 ﬁ (*) Se omite

8.2.17 ﬁ (*) Se omite
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Epilogo: ¢ Puede fallar el método de Lagrange?

Cuando las condiciones de primer orden no se cumplen. En general, el método de multiplicadores de Lagran-
ge es muy eficiente, sin embargo los puntos criticos de L no necesariamente son solucién del problema
de optimizaciéon que da origen a L.

Consideremos el problema: Minimizar f(x,y) = x> + y3 sujeto a la
restriccion g =x -y = 0.

(0,0) no es ni médximo ni minimo local de f en D pues Ve > 0, x—g// =0
(e,€) € Dy (—e,—€) € D pero f(0,0) = 0 > f(—e,—€) = —2e3 y
£(0,0) =0 < f(e, €) = 2¢€3.

Sin embargo (0,0) satisface Vg(0,0) = (1,-1) # (0,0) y es la tinica
solucién (con A = 0 ) del sistema VL(x,y,A) =0,

Lx 3x2 =N =0
Ly 3y2-A =0
Ly = X—y =0

Figura 8.4: (0,0, 0) es punto critico de L
pero no es solucién del problema

® Cuando Vg se anula. El método de multiplicadores de Lagrange requiere que Vg no se anule en los
puntos criticos de f sobre D para que el conjunto de puntos criticos de L contenga al conjunto de puntos
criticos de f sobre D. Si Vg(x) se anula podrian pasar varias cosas de cuidado.

YA
Consideramos el problema de minimizar la distancia de la curva
(x—1)3>—y? = 0 al origen, es decir, minimizar d = y/x2 + y2 sujeta
a (x — 1)} —y2 = 0. Este problema es equivalente al problema:

Minimizar d = x?> + y? sujetaa (x — 1)} —y2=0.

x = 1y y = 0 es una solucién del problema (como se ve
graficamente), pues este punto estd en la curva de restriccién y
también (x — 1)® = y?, entonces (x —1)> > 0 = x > 1. Por
tanto d(x,y) = x* +y* > d(1,0) = 1. Figura 8.5: La distancia de la curva al
origen se minimizasi x =1y y=0

(1,0) no es punto critico de L. La lagrangiana seria L(x,y,A) = x* +y? - A[(x — 1)*> —y?] y debemos
resolver el sistema

2x — 3A(x — 1)? 0 (E1)
2y + 2yA 0 (E2)
(x-1P-y*> = 0 (E3)


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

8.3. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 14

Factorizando en (E2) obtenemos y =0 y A = —1. Sustituyendo y = 0 en (E3) nos da x =1, pero
este valor no es solucién pues no satisface (E1). Sustituyendo A = -1 en (E1) nos da la cuadratica
3x2 —4x +3 = 0 que tiene raices complejas, asi que el sistema no tiene soluciones en R y los puntos
criticos de L no detectan el minimo local (1,0, 1)

Problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién
93 _ XZ =0

(0,0,0) es un maximo local para este problema
pues como y> = x® entonces y > 0 por lo que
z(x,y) = -y <=0=2(0,0) V (x,y) € D.

(0,0) noes punto criticode L(x,y,A) = —y—-A(y>—x?2).
El sistema VL = 0 no tiene solucién. El método de
multiplicadores de Lagrange no detecta el 6ptimo.

Figura 8.6: Maximo local en (0, 0,0)

Problema: Maximizar z = 2x3 — 3x? sujeto a la restriccion (3 —x)3 —y? =0

Este problema tiene solo un maxi-

mo local cuando x = 3 yy=20 Maximizar z = 2¢* —3x? sujeto a la restriccién (3 —x)>+y* =0

pero este médximo no estd dentro de Wolfram CDF Player

los cuatro puntos criticos de L. J
Recorrer restriccion

El sistema VL = 0 tiene cuatro !

soluciones, todas con A =0,
(0,+3V3,0),
(1,+2V2,0)

y no detecta el maximo local en
(3,0).

1 L L L L
05 1.0 15 20 25

Figura 8.7: Maximo local se alcanza en (3,0), pero éste no es punto critico de
L

Problema: Minimo z = x* + y? sujeto a la restriccién x? —y% = 0
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El minimo local se alcanza en (0,0) y aunque Vg(0,0) = (0,0), ahorasi (0,0) es solucién del proble-
ma de optimizacién. En este caso Vf(0,0) = (0,0) por lo que trivialmente la ecuacién Vf—-AVg =0
tiene infinitas solucién (0,0,A) con A € R.

® Multiplicadores de Lagrange vs sustituir la restriccién. Consideremos el problema

2

Optimizar z = x* - y2 sujeto a la restriccién X% + y2 =1

Con multiplicadores de Lagrange Con una sustitucion

Si hacemos la sustitucién y? = 1 — x?

en z =x>-1y?,
Lix,y,AN) =x*> -y - Ax?* +y%2 - 1)

z=2x*-1
(0/ _1/ _1)
B ] (0,1,-1) 3
VL=0 = Gy N =1 (101 % =0 = (x,y)= Eg’ 1)1)
(-1,0,1) ’

El método de sustitucién funciona si hacemos la otra sustitucién x? = 1 —y?... pero...

Determinar extremos absolutos. Si el conjunto de puntos A 4 donde la restricciéon g se anula, es cerrado y
acotado y si f es continua entonces si hay extremos absolutos en A 4. Formalmente uno obtiene los valores
de la funcién en los puntos criticos y los compara con los valores de la funcién en la frontera de A y asi
obtiene los extremos absolutos.

Los puntos criticos los detectamos usando el método de multiplicadores de Lagrange, pero también a

veces hay extremos excepcionales en A4 en los que el gradiente de f o el de g se indefinen o puntos donde
el gradiente de g se anula como el ejemplo anterior.

Maximos y minimos locales en varias variables.

Puede leer sobre este tema en W. Mora. "Calculo en varias variables. Visualizacion Interactiva o también en
cualquier libro de optimizacién no lineal
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