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7.1 Introduccion: Parametrizacion de una curva

Desde el punto de vista de la fisica, el movimiento de una particula en el espacio se puede describir por
su posicion (x,y, z) en funcién del tiempo t, es decir, (x(t), y(t), z(t)). El vector posicién en el tiempo t
se denota r(t),

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) otambién r(t) = x(t) 1 +y(t) )+ z(t) k, donde t € [a,b]
En el plano XY seria r(t) = (x(t), y(t)) otambién r(t) =x(t)T+y(t)j
La “funcién vectorial” r : R — R™ se puede considerar como una trayectoria de una particula en movi-

miento tanto como una curva, es decir, un objeto geométrico. En este tltimo caso, el “pardmetro” t ya no
representa necesariamente “tiempo”

Definicion 7.1 (Trayectoria. Parametrizacion de una curva).

Una trayectoria C en R™ es una funcién continua r: [a, b] — R™.

Si la funcién vectorial r es continua en un intervalo I, entonces a la representacion gréfica de r se
le llama curva y decimos que esta curva esta descrita paramétricamente por r(t). Escribimos

C:r(t) contel

No hemos solicitado que r sea inyectiva, soreyectiva, etc. En las aplicaciones es donde establecen qué
propiedades debe tener la funcién r : inyectiva, sobreyectiva, continua, derivable, derivada no nula, etc.
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Ejemplo 7.1

Consideremos la trayectoria

Curva C; r(t) = (4cost, 2—4cost, 4sent), t € [0,3]

r(t) = (4cost, 2 —4cost, 4sent)t € [0,3] porsnetre ¢

&
¥ 15 2 25

)
}

Observe que,

r(0) = (4cos0,2—-4cos0,4sen0) = (4,-2,0)
r(7t/2) (0,2,4)

Vector tangente. Sea C es una trayectoria continua parametrizada por r = r(t). En en el intervalo de
tiempo que vade t a t+ At, una particula que recorre C, se mueve de la posicién r(t) a r(t+At) yla
velocidad promedio es

r(t+At)—r(t)
At

Si la velocidad promedio tiene un limite, cuando At — 0, entonces este limite lo llamamos la velocidad
(instantdnea) de la particula en el tiempo t y se denota v(t).

rt+At)—7r(t)  dr(t)
0 At Cdt

= Ii
Vo=,

El vector veclocidad es tangente a C en r(t) y apunta en la direcciéon del movimiento. La longitud de v(t),
denota v(t) = [|v(t)||, se llama rapidez de la particula.

Definicion 7.2

Sea C es una curva parametrizada por r = r(t) con t € [a, b]. Decimos que 1 es diferenciable en t
si

dr lim r(t+At)—r(t)

= = existe
dt At—0 At

: o dr .
La curva C se dice suave en 1 si T es continua, y no se anula, en todo I
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Wolfram CDF Player

dr(t)
Sdt

Figura 7.1: Vector velocidad v(t) =

Casos particulares.

a.) Si x(t) y y(t) son funciones derivables en I y si r(t) = x(t) 1 + y(t) j, entonces

dr . T(t+AY) -T(b)
dt Altlﬂo At
- lim x(t+At)—x(t)f+y(t+At)—y(t)j\
At—0 At At
= XM i1+y'(t))

Es decir 1'(t) = x'(t) 1+ y'(t)j

b.) Si x(t), y(t) y z(t) son funciones derivablesen I ysi r(t) = x(t) 1+ y(t) j + z(t) k entonces

dr . rt+At) -7r(t)
dt Altlgo At
- lim x(t+At)—x(t)i+y(t+At)—y(t)A+z(t+At)—z(t)i€
At—0 At At At

= XMOT+y®))+21)k

Es decir 1'(t) = x'(t) T+ y'(t) § + 2/ (t) k
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Si C: r(t) esuna curva suave, entonces el vector 1/(to)

es tangente a la curva en cada punto P = r(tp). Ade-
mas, una ecuacion de la recta tangente a la curva en
P es

Ly(t)=P+t-1(t) piy=Ere-r ()

Ejemplo 7.2

Consideremos la curva C de interseccién entre la superficie z =4 —x?> —y? y el plano x +y = 2.
Una parametrizacién de C es

C:rt)=(, 2-t, 4-t>-(2-1)?)

El punto P =1(1) = (1,1, 2) estd en esta curva. Un vector tangentea C en P es
(1) =(1,-1,0)
Una ecuacién de la recta tangente a la curvaen P es

Lr(t) =P+t-1(to)

7.2 Plano tangente, rectas tangentes y un vector normal.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

7.2. PLANO TANGENTE, RECTAS TANGENTES Y UN VECTOR NORMAL. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 5

Recta tangente “en la direccion” de v. Sea S una su-
perficie suave de ecuacién S : z = f(x,y). Como
vimos en la introduccién a las parametrizaciones de
una curva, si una curva C, contenida en S, estd para- C:ox(t) = (x(t),y(t),z(t))

. Vector tangente
metrizada como

|

r(t) = (x(1), y(b), z(x(t), y(1)))

entonces, si tenemos un punto cualquiera es esta curva,
digamos, Q = r(t), entonces un vector tangente a esta X

curvaen P es L(t) = (po, p1) +tv

r(t) = (X'(1), y'(t), Vz(P)- (x'(t), y'(t))

La recta tangentea S: z = f(x,y) en P = (po, p1,p2) € S, “enla direccién de v = (vg, v1)” se refiere a la
recta tangente, en P, ala curva C de interseccién entre la superficie S y el plano generado por la recta

L(t) = (po, p1) + t - (vo, v1)

Como x =x(t) =po+tvg y y=y(t) =p1 +tvy, lacurva C tiene ecuacion paramétrica

X = Ppottv
C:r(t)=(po+tvy, pi+tvy, z(x,y)) con { Y = =p1+tv
P = r0)

Entonces: como P = r(0), un vector tangente en P “en la direccién de v = (v, v1)” es

(0) = (vo, v1,VzP)-(vo, V1))

Por tanto una ecuacién vectorial de la recta tangente en P “en la direccién de v” seria

Ly(t) =P+t-1(0), esdecir, Lv(t)=P+t-(vg, vi,Vz(P)-(vo,v1))
Podemos multiplicar 1(0) por 1/||v|| si queremos que esta ecuacién quede en términos de la derivada

direccional,

7'(0) Vo Vi
L) =P+t- 20 _pry (X0 YL b
v Il vl vl

Rectas tangentes en la direccién de v

Si S tiene ecuacién z = f(x,y) con f diferenciable, entonces una ecuaciéon paramétrica de la
recta tangente a P = (po, p1,p2) en la direccién del eje X se obtiene tomando v = (1,0) y una
ecuacion paramétrica de la recta tangente a P en la direccién del eje Y se obtiene tomando v = (0, 1)

O Lx(t) =P+t- (1/ 0, ZX(P)) o Lx(x) = (X, P1,P2 + (X - XO)fx(PO/ Pl))

O I—Y(t) =P+t (Or 1, Zy (P)) o I‘y (X) = (PO/U/ p2+ (U - pl)fy (pOr Pl))
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e Larecta tangente en P, en direcciéonde v € R? es

Ly(t)=P+t-(vo, vi, VZ(P) - (vo, V1))

2 o q . . Vv A%
0, en términos de la derivada direccional, L, (t) =P +t- ﬁ, ﬁ,
v v

Dy z(P) )

Figura7.2: v = (1,0) Figura 7.3: v=(0,1) Figura 7.4: v = (vo,v1)

Un Vector normal. Sea S : z = f(x,y) una superficie suave y P € S. Del pérrafo anterior sabemos que
dos vectores tangentesa S en P son (1, 0, z.(P)) y (0, 1, z,(P)), entonces un vector normala S en P es

N(P) = (1, 0, zx(P)) X (0, 1, zy(P)) = (—fx(P), =Ty (P), 1)

Si tenemos S : G(x,y,z) =0, entonces usamos derivaciéon implicita y (si G,(P) # 0)

GX Gy GZ

N(P) = (=2zx(P), ~zy(P), 1) = (G_z [ G_z)

Como solo nos interesa la direccién, podemos tomar N(P) = (Gx(P), Gy(P), G.(P)) como un vector
normal.

Un vector normal

No hay un solo vector normal, aunque todos tienen la misma direccién, el tamafio puede variar.

e Si S tiene ecuacién z = f(x,y) entonces si ponemos G(x,y, z) = z— f(x, y), un vector normal

es
N = (—zx, —2zy,1)

e Si S estd definida de manera implicita por G(x,y,z) = 0, entonces un vector normal es
Gx Gy

1
N1 =VG = (Gx, Gy, G;) otambién N, = | ==, —, 1| = — (Gx, Gy, G;) si G, #0.
G, G G,
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Rectas tangentes yun vector normal en P

v Wolfram CDF Player
over A

P = (x0,¥0,2(x0,50))

1.0 [E— -¢-

0.5

0,

C
00 05 10 15

Figura 7.5: Tangentes y un vector normala S en P.

Ecuacién cartesiana del plano tangente. Podemos obtener la ecuacion cartesiana del plano tangente (si
existiera) usando un vector normal a la superficie S. Como ya vimos, si S : G(x,y,z) =0, entonces un
vectornormala S en P € S es

N(P) = VG(P)
Wolfram CDF Player
4
"—H;

VG(xn,¥0,20)

Figura 7.6: VG(P) es perpendicular (al plano tangente) a S en P.

Asfi, una ecuacién del plano tangenteen P € S es
ax+by+cz=d con (a,b,c)=VG(P) y d=VG(P)P.

Plano Tengente

e Sila superficie S tiene ecuaciéon G(x,y,z) = 0 con G diferenciable, el plano tangente en
P € S tiene ecuacién cartesiana

Gx(P)x + Gy(P)y + G.(P)z=VG(P)-P
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e Si S tiene ecuacién z = f(x,y) con f diferenciable, entonces G(x,y,z) = z — f(x,y) y
VG(P) = (-zx(P), —zy(P), 1), por tanto el plano tangente en P = (pg,p1,p2) € S tiene
ecuacion cartesiana

Gx(P)x + Gy(P)y + G.(P)z VG(P)-P

z(P)x + zy(P)y + z (=zx(P), =zy(P), 1) - (po, P1, P2)

Es decir,

zx(P) (x =po) +zy(P) (y = p1) = z—p2

Sea S la superficie de ecuacién f(x,y) = 2? >, si (x,y) #(0,0) y £(0,0) = 0. Aunque fx(0,0) =
X Ty

fy(0,0) = 0, no hay plano tangente pues la funcién es discontinua en este punto (aunque esté
definida).

Ejemplo 7.4

Sea S una superficie de ecuacién z = In(x? +y?) +x(y +3) y P =(1,0,3) € S.

a.) Determine una ecuacién de la recta tangente en la direccién del eje X, es decir, en la direccién
de v=(1,0).

b.) Determine una ecuacién de la recta tangente en la direccién v = (-1, 3).

c.) Determine una ecuacién cartesiana del plano tangentea S en P

Solucion: Podemos usar las ecuaciones que indicamos maés arriba.

0 2 0
a.) Zo T +y+3 y == 5. Entonces una ecuacioén de la recta tangente en la direccién
ox  x2+y? ax|q
del eje X es

L(t)=P+t-(1,0,5)

2 2
b.) Como Vz = (—X +y+3, Y

+ x|, entonces, una ecuacién de la recta tangente en la
X2 + 2 X2 +y2

direcciéon v = (-1, 3) es

L(t)=P+t-(-1,3, Vz(1,0)-(-1,3)) = P+t-(-1,3, (5,1)-(-1,3)) = P+t-(-1,3, -2)
0, en términos de la derivada direccional,

3

7

10

7

Lv(t):P+t~(—

o

=
=1 S}
N ——
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2 2
c.) Si G(x,y,z) = z— In(x*> +y?) —x(y + 3) entonces VG = _z—xz +y+3, —% +x, 1].
x> +y X*+y
Un vector normales N = (=5, -1, 1) . Una ecuacién cartesiana del plano tangentea S en Q es

-5x —y+z=(-5,-1,1)-(1,0,3) = -2

Ejemplo 7.5

Sea S la superficie de ecuacién z = x> + 2y2. Obtener una ecuacion cartesiana del plano tangente a
SenP=(1,1,3).

Solucion:
Primera manera. En este caso z,(x,y) = 2x y zy(x,y) = 4y. Entonces una ecuacion cartesiana seria,

z(1L,D)(x=1)+z,(1, 1) (y-1) = z-3,

es decir,

2x—1)+4(y-1) = z-3,

Otramanera. Sea S : G(x,y,z) =z — x? — 2y2 = 0. Entonces un vector normal al plano tangente a
Sen Pes VG = (-2x, -4y, 1). Ahora, VG(1,1,3) = (-2, -4, 1), entonces una ecuacién del plano
tangente es

—2x—4y+1z

VG(1,1,3)- P
= -3

Ejemplo 7.6

Consideremos la superficie S de ecuacién x? + y? +z2 = 1. Sea P = (1/V3,1/V3,1/V3) € S.
Calculemos la ecuacion cartesiana del plano tangente en P.

e Laecuaciénde S es G(x,y,z) =x*+y>+22-1=0.
e VG(x,y,2z) = (2x, 2y, 2z).

e N=VG(P)=(2/V3,2/\3,2/V3) y d=P-VG(P) =2

2 2 2
e Una ecuacion cartesiana del plano tangente: — x+ — y+ — z = 2 o también x+y+z = V3.

V3 V3 3
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Ejemplo 7.7

Consideremos la superficie S de ecuacién x> +y?+2z2>=1.y P =(0, 1, 0) € S. Calcule la ecuacién
del plano tangentea S en P.

Solucién: Sea G(x,y,z) = x> + y? + z2 — 1. Entonces 7
VG(x,y,z) = (2x, 2y, 2z). Por tanto un vector
normales N = G(0, 1, 0) = (0, 2, 0)

La ecuacién cartesiana del plano tangente a S en P
es0-x+2-y+0-z=2, esdecir y = 1.

Observe que en este punto, como Vz(x,y) =

X X . . . .
(——, ——) , la derivada direccional no existe.
z' z

10

Ejemplo 7.8

Consideremos la superficie S de ecuacién x* +y? +z2 = 1. Encuentre los puntos Q = (a,b,c) € S
tal que el plano tangente en Q sea paralelo al plano 2x —y + 3z = 1.

Solucion: Q tiene tres incégnitas asi que necesitamos, en principio, tres ecuaciones.

e Como Q € S, estonos da una ecuacién: a? +b? +c? = 1.

e Como el plano tangente en Q es paralelo al plano 2x —y + 3z = 1, sus vectores normales
deben ser paralelos, es decir

VG(Q) =A(2,-1,3)

esto nos da tres ecuaciones adicionales y una incégnita més, A.

e Para encontrar Q solo debemos resolver el sistema

Il
—_

a?+b%+c?

VG(Q) A(2,-1,3)

es decir,
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a?+b%2+c2 = 1
a2+b2+c? = 1 2a = 2\
=
(2a,2b,2¢c) = A(2,-1,3) 2b = -A
2c = 3A

Resolviendo, obtenemos las dos soluciones

Q=(— ., —,

1 1 3
7 - /}\:_V27 = ;s = , ,)\: 2/7
27’ V14 «/14) 7y Q ( ) /

2/7 V14 V14

7.3 Ejercicios

7.3.1 Sea f(x,y) = 4 — x* —y? la ecuacién de una superficie S.

a.) Determine una ecuacién vectorial para la recta tangentea S en R =(1,-1,2) “en la direc-
cién del eje X” (en la direccién del vector v = (1,0))

b.) Determine una ecuacién vectorial para la recta tangentea S en R =(1,-1,2) “en la direc-
cién del eje Y” (en la direccién del vector v = (0, 1))

c.) Determine una ecuacién vectorial para la recta tangentea S en R =(1,-1,2) “en la dire-
cién del vector u = (-2,1)”

d.) Determine un vector normala S en R =(1,-1,2)
e.) Encuentre la ecuacién cartesiana del plano tangente a S en el punto R=(1,-1,2) € S.

f.) Determine un vector u para el cual la derivada direccionalen R =(1,-1,2) € S es méxi-
ma y calcule su valor.

7.3.2 Sea x?+xyz+z> = 1 laecuacién de una superficie S. Encuentre una ecuacién cartesiana
del plano tangentea S enel punto R=(1,-1,1) € S.

7.3.3 Considere la superficie S : xyz + In(xyz) —z = 0 y el punto P(1,1,1) € S.
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a.) Determine una ecuacién del plano tangente a S en P.
b.) Determine una ecuacién de la recta tangente a S en P en la direccién del eje X.
c.) Determine una ecuacién de la recta tangente a S en P, en la direccién del vector v = (2, 3).

d.) (*) Determine si hay algtin punto Q en la superficie S en la que el plano tangente sea
x+y+z=0

7.3.4 Considere la superficie S : z = x> + y2.
a.) (*) ¢Existe P € S tal que una ecuacién del plano tangentea SenPes 2x +2y+z=07?

b.) Determine un punto Q € S sise sabe que las rectas tangentesa S en Q, en las direcciones
de u=(1,1) y v =(-1,1) tienen una ecuacién vectorial L, (t) = Q +t(1,1,5) y Ly(t) =
Q +1t(-1,1,4), respectivamente.

7.3.5 Considere la superficie S de ecuaciéon Z+xz+y=1. P=(1,1,0) € S. Calcule una
ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P

7.3.6 Calcule una ecuacién vectorial de la recta normal a la superficie S: x> +y?>+2z? =1 en
el punto P = (1/2,1/2,1/V2)

7.3.7 Considere la superficie S de ecuaciéon e** +xy =yz+1. Sea P =(0,1,0) € S.

a.) Determine una ecuacion vectorial para la recta tangente a S en P “en la direccién del eje
X” (en la direccion del vector v = (1,0))

b.) Determine una ecuacién vectorial para la recta tangentea S en P “en la direccién del eje
Y” (en la direccién del vector v = (0, 1))

c.) Determine una ecuacion vectorial para la recta tangentea S en P “en la direcién del vector
v=(2-4)

d.) Calcule una ecuacién cartesiana del plano tangentea S en P.

7.3.8 Considere la superficie S de ecuacion x* +xz> = —y?z y P=(1,0,-1) € S. Calcule
una ecuacion cartesiana del plano tangente a S en el punto P

7.3.9 Considere la superficie S : z = cos(x + sen y)
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a.) Calcule Dyz(1,1) donde v =(2,1)

b.) Calcule una ecuacién vectorial de la recta tangentea S en P =(1,1,z(1,1)) en la direccién
del eje X

c.) Calcule una ecuacion vectorial de la recta tangentea S en P =(1,1,2(1,1)) en la direccién
del eje Y

d.) Calcule una ecuacién vectorial de la recta tangentea S en P = (1,1,2(1,1)) en la direccién
de v=(2,1)

e.) Determine una ecuacién vectorial y una ecuacioén cartesiana del plano tangente a S en
P=(1,1,2(1,1))

7.4 Solucioén de los ejercicios

7.3.1 '3

a.) Lx(t)=R+1t-(1,0,-2)

b.) Ly(t)=R+t-(0,1,2)

c) Ly(t)=R+t-(-2,1,6)

d) SiGky,z)=z-4+x>+y?>=0 = N=VG(R)=(2,-2,1)

e.) Lasuperficie S tiene ecuacion z =4 — x> —y%. Si G = z—4 +x? +y? entonces un vector normal al
planoes N = VG(R) = (2,-2,1). Luego la ecuacioén cartesiana es 2x — 2y +z = 6.

f)  Duf(R) es maxima si u = Vf(R) = (-2,2). En este caso, Dy¢r)f(R) = [|[VF(R)|| = V8.

7.3.2 ') La superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) = x> +xyz + z% — 1, entonces VG = (2x +

yz, xz, xy + 3z%). Un vector normal al plano es N = VG(R) = (1,1,2). Luego la ecuacién cartesiana es
x+y+2z=2.

7.3.3 '3

a.) F(x,y,z) =xyz+In(xyz) —z=0

=(2,2,1)

1 1 1
VE(P) = (Fx, Fy, F2)lp = |yz + N Xz + 13' xy+z—1)P

n: VFP)-(x-1,y—-1,z-1)=0
m: 2x+2y+z=5

b.)

RP) 2
F.(P) 1

zx(P) = -
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c.)

d.)

C:(x,y,2) =P+t(1,0,24(P)); t € R

(:(x,y,2)=(1,1,1)+t(1,0,-2); teR

_K®) _K®)
F2(P)"  Fz(P)

Vz(P) =( )= (-2, -2)
0:(x,y,z) =P+t(vy,v2,Vz(P)- (vi,v2)); t€R

Vz(P) - (v1,v2) =(-2,-2)-(2,3) = -10

¢:(x,y,20=(1,1,1)+t(1,3,-10); t € R

Si Q=(a,b,c) € S = abc+In(abc)—c =0, esdecir, abc > 0.

El plano tangente tiene ecuacion x +y+z =0 = VFKQ) = «(1,1,1) (VF(Q) tiene la misma
direcciéon que (1,1,1)) y VFH(Q) - Q = 0, entonces

abc +In(abc)—¢c = 0
bc + 1 = o (E2)
Q € S a
VFQ) = «(11,1) — | Gt L = o (E3)
F(Q)Q =0 1
ab + oo 1 = «o (E4)
3abc+3 = c¢ (E5)

Este sistema no tiene soluciéon. Hay varias maneras de verlo, por ejemplo, multiplicando (E2) por a,
(E3) por b, (E4) por c, obtenemos

abc +1In(abc)—c = 0
abc+1 = oa (E2)

abc+1 = «ob (E3)

abc+1-c¢

oac (E4)

abc +1

c
3 (E5)
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o Restando (E4) y (E5) se obtiene (x—%)c=0 = o« =-2/3 (puesc #0.)
e De (E2), (E3) y (E4) se despeja —2a=c y —2b =c.

o Sustituyendo en (E5) queda c®/4 — ¢/3 + 1 = 0, resolviendo se obtiene ¢ ~ =1.86 = abc < 0

Pero la presencia de In(abc) en la ecuacién de S no permite que abc < 0. Por tanto no existe

Q€S

7.3.4 ')

a.) Sea G(x,y,z) =z—x>*-y% P=(a,b,c) € S = c=a’+b2

El plano tangente tiene ecuacién 2x +2y +z =0 = VG(P) =A(2,2,1), y ademds, (2,2,1)-P =0

—2a = 2A
-2b = 2\ = a=-1,b=-1ycomo Pe€S = z=2
1 = A

Perosi P = (-1,-1,2) = (-1,-1,2)-(2,2,1) = =2 # 0. Por tanto no hay ‘un tal P con lo
requerido.

b.) Sea Q =(a,b,c) € S = c = a’®+ b2 Ademés Vz(Q) = (2a, 2b) De los datos tenemos que

vz(Q)-(1,1) = 5 2a+2b = 5 . o
V2(Q)(-1,1) = 4 | -2a+26 = 4 > *TpAPE]
1 9 41
Entonces Q = (Z’ T ?)
7.3.5 ') Como la superficie S tiene ecuaciéon G(x,y,z) = 23 +xz+y -1, la ecuacién cartesiana

del plano tangente en el punto P es VG(P) - (x,y,z) = VG(P) - P.

e VG(x,y,z) =(z,1,32% +x)
e N=VG(1,1,0)=(0,1,1)

La ecuacién cartesiana del plano tangente en el punto P es y +z =1.

7.3.6 ﬁj La recta normal L pasa por P y va en la direcciéon de un vector normal a la su-

perficie S e P. Podemos tomar N = VG(P) = (1,1,2/ V2), asi una ecuacién vectorial de la recta es
L: (x,y,2=P+t(1,1,2/V2), t € R.

7.3.7 ')

a.) Lx(t)=P+t-(1,0,1)
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b.) Ly(t)=P+t-(0,1,1)
c) Ly(t)=P+t-(2,-4,-2)
d) —x-y-z=-1

7.3.8 ﬁ Como G(x, Yy, z) =x2+xz23+ yzz, la ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto
P es VG(P)-(x,y,z) = VG(P)-P

e VG(x,y,2) = 2x+2% , 2yz , y?+3xz?)
e N=VG(1,0,-1)=(1, 0, 3)

La ecuacioén cartesiana del plano tangente en el punto P es x + 3z = -2.

7.3.9 ') Se omite


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

7.4. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 17

@. DMNTE Este material se distribuye bajo licencia Creative Commons "Atribucién-

NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional” (CC BY-NC-ND 4.0) (ver; https:
//creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es)

Citar como:

Walter Mora F. Cdlculo en Varias Variables. Visualizacion interactiva. (2019) 2da ed. [ebook] Cartago,
Costa Rica. Revista digital, Matemadtica, Educaciéon e Internet. https://tecdigital.tec.ac.cr/
servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/.

Revisado: Julio, 2022

Version actualizada (correcciones, nuevos  ejemplos
y ejercicios) de este libro vy las aplicaciones CDF:
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/

http://www.matematicainteractivacr.com/



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/ 
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/ 
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/
http://www.matematicainteractivacr.com/

	Introducción: Parametrización de una curva
	Plano tangente, rectas tangentes y un vector normal.
	Ejercicios
	Solución de los ejercicios
	grayLicencia Creative Commons CC BY-NC-ND 4.0

