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6.1 Derivadas de una funcion definida de manera implicita.

Supongamos que se conoce que z es una funciéon de x e y, es decir, z = f(x,y), pero que z estd definida
de manera implicita por una ecuacién del tipo

F(x,y,z) =0

Estas situaciones ya las hemos encontrado antes, por ejemplo en la ecuacién de una esfera: x>+y?+z% = a®.

Esta ecuacién define a z como una funcién de x y y y en este caso, z se puede despejar:

7 = 1/az_xz_yzyzz_,/az_xz_yz

Cuando una funcién estd definida de manera implicita, no siempre es posible despejarla: Si y? + xz +

z2 — e — 1 = 0 no hay posibilidad de despejar z = z(x,y), aunque teéricamente podria ser posible en un

entorno de algtn punto. En todo caso, si podemos calcular las derivadas parciales.

VA

Figura 6.1: Superficie S: y>+xz+2z2—e*-1=0

Podemos deducir, de manera informal, las férmulas para z y z,. Supongamos que z = z(x,y) y que
F(x,y,z(x,y)) = 0 y que en algin conjunto abierto D las derivadas parciales de z existen y la funcién F
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es diferenciable en D.

Sea g(x,y) = F(x,y,z) =0, aplicando la regla de la cadena a g(x,y) = F(u,v,w), con x = u(x,y), y =
v(x,y) v wix,y) = z(x,y), obtenemos

dg oF ou oF v oF ow

dx _ du ox | dv ox | ow ox
y
99 _ OF du _ OF ov OF 3w
oy ou oy ov dy Ow 0y
og ov
Ahora, como - Oy Pl 0, entonces
99 _, OF  OF 2z _
ox ou ow ox
Despejando,
oF
0 F oF
a—Z = - % en todos los puntos de D donde P #0
x & Z iy, z(x,)
0z
oF
De manera similar, % = - a_y
oy oF
0z
Teorema 6.1

Si F es diferenciable en un conjunto abierto D de R™ y sila ecuaciéon F(xi,xz,...,xn) = 0 define
a xn como una funcién diferenciable x,, = f(x1,x2, ..., Xn-1) en algtin conjunto abierto de R™-1

entonces
OF
of _ aXi
o~ oF
0Xny
oF
en aquellos puntos en los que — # 0.
0Xny I

Una funcién z = z(x, y) definida de manera implicita por F(x, y, z) = 0.

Si z = z(x,y) esta definida de manera implicita por F(x,y,z) = 0, de acuerdo a las hip6tesis del
teorema 6.1, entonces
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En el teorema de la funcién implicita podemos intercambiar variables. Por ejemplo, si x y z son las
variables independientes y si se cumplen las hipétesis del teorema,

Fx Fz

Ux=—g y Uz=—€-

Este teorema se puede generalizar para ecuaciones F(x,y,z,u) = 0.

Ejemplo 6.1

Sea z definida de manera implicita por F(x,y,z) = xyz + x +y —z = 0. Como se cumplen las
condiciones del teorema 6.1 entonces

Fy zy+1 Fy zx +1
Zy = —/—/— = — yzy:__:_
F, xy—1 F, xy —1
Ejemplo 6.2
Calcule zy y zy si F(x,y,z) =x*> —2y? + 32> —yz+y = 0 definea z como z = z(x, y).
Solucion: Dado que F, =2x, Fy =—4y—-z+1, F, =6z—y, entoncessi F, #0,
S 2x
Y 6z—y
1-4y -
Bk
6z -y
en R? — {(x,y) € R? : 6z(x,y)—y=0.}

Ejemplo 6.3

Considere la funcién z definida de manera implicita por x
Zx, Zy, Zxx, Zyy Y Zyx

2+y>+22-1 = 0. Calcular

Solucién:

z esta definida de manera implicita por F(x,y, z) = x? +y? + z> — 1 = 0. Entonces,

ke ox _Fy_y
mEE e Y mTTR

Para calcular zyy, zxx Y zyy debemos notar que zy y z, 10 son funciones definidas de implicita,
como tal derivamos de manera ordinaria.

0(zy) _ 0

B = 0x 0x

( X):_l-z—XZx_ Z_x(_g)

z z?2 z2
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- 0(zy) 0 (_y)_ _1~z—yzy _ZZ+92
Ty oy B

_w_i(_g)zy'zx y( )Z()
z

Fyx = ox  Ox z?2 z2
|
Ejemplo 6.4
Si F(xz,yz) = 0 define a z como funcién implicita de x e y y ademds cumple con las condiciones
del teorema 6.1 en cada punto de una regién D, entonces verifique que, en D, se satisface la
ecuacion
Yoy T o T
Solucién: Sea u = xz y v = yz, entonces F(xz,yz) = F(u,v) = 0.
2 _ K _ _hO0+R-2z
oy F. Fu-x+F, -y
0z R _Fu-z+FV-O
x F. Fu-x+F,-y
Luego
9z 0= _ . _ KWz o Pz
Yoy ™ T YV R x+ Ry Fu-x + Fy -y
_ _Z(Fu'x +F-y)
B Fu-x+F, -y
= —z
|

6.2 Ejercicios

6.2.1 Si x?y? + sen(xyz) + z2 = 4 define a z como funcién implicita de x e y, verifique que

NI
ox Y oy
, 0z 0z . 0z
6.2.2 Sea z = f(z/xy) con f dos veces derivable. Calcule > oy y verifique que X3 T
0z
— =0.
‘Jay

6.2.3 Sea g (%, x? +y2) = 0 una ecuacién que define a z como una funcién de x e y.

Verifique que si gx, gy y g, existeny son continuas en toda laregién enla que g, # 0, entonces
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0z oz _ z(x* —y?)

ox Xa Xy

6.2.4 Supongamos que g esuna funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas.
2
Calcule 0z siz= glu,v)
oyox y?

conu=y}yv=x-2

6.2.5 Supongamos que g es una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas.
2

Calcule si z=g(y? x+2)+2° define a z como funcién implicita de x y y.

0z 0z 0%z 9%z 0%z
6.2.6 S =x1 . Calcule —, — , :
ea z = xIn(yz). Calcule X' 3y ol o y xdy

6.2.7 Si f(zx,y?) = xy define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy,.
6.2.8 Si f(zx,y?) + g(z*) = 5 define a z como funcién implicita de x y y. Calcule zy y zy

6.2.9 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos

veces derivable. Supongamos que la ecuacién 2g(z)+f(x? , y) = 0 definea z = z(x,y) de manera
implicita.

0z 0z 0%z
Calcule —, —
aerie ox" 0dy Y 0yox

6.2.10 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas. Supongamos que la
ecuacion zx + f(x?,y%) = 0 define a z = z(x,y) de manera implicita.

0z 0z 9%z
Calcule ==, &
TN dy Y dyox

6.2.11 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos
veces derivable. Supongamos que la ecuacién g(z)f3(x? , y) = 0 define a z como funcén impli-

0 0
citade x y y. Calcule a—i y £

6.2.12 Sean F una funcién diferenciable y f una funcién derivable. La ecuacion F (f(xy), f(z?))

0 define a z como una funcién implicita de x y y Calcule g—i 0z

T 3y
6.2.13 Sea z definida implicitamente por medio de la relacion z = x - f (%) con f una funcién
con derivada continua. Verifique que z satisface la ecuacién:
x% + yE =z
0x ay
6.2.14 Sif(x,y) = M, determine una constante K de tal manera que se cumpla la
identidad * 52 o
=7 -fx,y)+——

oyox x 0y
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02z

6.2.15 Si zx + e*¥ = x define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy, zy y e
X

6.2.16 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos

veces derivable. Si y = g(z?) + f(y?, x*) define a z como funcién implicita de x y y, calcule
0%z
Zx, Zy y a_yz

6.2.17 La ecuacién de Redlich-Kwong de dos parametros es

TLZCI

b VTV(V +nb)

[V-—nb]—nRT =0

donde a,b son pardmetros, R es la constante de gas y n el nimero de moles. La funcién

oT
T =T(P,V) estd definida de manera implicita por esta ecuacién. Calcule TR

6.3 Solucioén de los ejercicios

6.2.1 '3

Sea F(x,y,z) = x*y? + sen(xyz) + z> — 4. Si las derivadas parciales z, y z, existen en todo el dominio en
el que F, # 0, entonces

0z Fe _ 2xy* +yzcos(xyz)

ox F, xy cos(xyz) + 2z
. z Ky 2x2y + xz cos(xyz)
dy  F.  xycos(xyz)+2z

e Laidentidad se obtiene sustituyendo y simplificando.

6.2.2 '} Sea F =z —f(u) con u=z/xy.
-z
(W) - —
= n_ ey |- rw
TR T 1T T X =t
ox F, 1_f/(u)'x_ x xy-—f(u)
_f/(u).__zy
0z _ Ry _ x> oz ()
TR T T T T xu—f
R P RO S (NP
0x yay B x xy— f'(u) Y y xy-—f(u)

6.2.3 ') En este caso, F=g (%, X% + yz) :
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Y
. %:_&:_gu‘z-l-gv'ZX
X
aX gZ —gu . Z_l“zJ
L2 gy :_gu -+0v-2y
ox Xy
9z —Qu - =
y X2 -2
gu-=+9gy-2x gu-—+gv-2y Ju 2 22 —y?)
* Y y " Xy WS Y
Ju ; u ? Ju ;
0z 1 ( 9g 0g
- = —|-—=.-0+="-1
ox y2 ( ou 0 ov )
6.2.4 ') 3 ag 3 . 629 _, ag
0’z _ ia_v: Y dvou ov
oydx oy | y? y?
6.2.5 ') Sea F(x,y,z)=2z>+g(A,B)—z=0con A=y> y B=x+2.
99
%z __ K _ __9B
ox F. B 322 -1
Ahora, de nuevo z = z(x, y)
2
dg 8_9.1. 2_1) — 2.9z} 99
2z 2 R L R ) B
oydx  dy 322-1] (322 _ 1)2
6.2.6 ') La primera derivada se hace derivando implicitamente; las segundas derivadas son
derivadas ordinarias.
. 9z _ zln(yz)
x  x-z
0z

&_i[_zln(gz)]

X2 ox| x-z | (x — z)2
_zln(yz)
_zinfyzz) In(yz) + z y’;_ Z | (x-2z) (1 zlnfyzz)) -zln(yz)
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N
oy  ylx-z
x-%- (x—2z) = [x—z- '%)'XZ
®z_of x| _ oy Yoy
oy? 0y | ylx-2) y2(x — z)?
X Xz ylx—z) - (x—z—y Xz ) Xz
__Yx-2) y(x -2
y2(x — z)?
tx 0z (x—-2) - [y- 0z N
Pz 0 Xz 3 z ox) Y z YoYU i
oxdy  ox| ylx—-z)| y2(x — z)2
zIn(yz) zIn(yz)
—+  —_— . - - - ¢ _ ] .
i (Z X s ) y(x —z) (y y | %
B Y2(x — z)?
6.2.7 ') Sea F(x,y,z) = f(u,v) —xy con u=zx y v=y2.
of
% _a—v-Zy—x
dy of
ou
of o oz| _4).0f  _(3f . OF oz} (o 5,
022 o 3y X (Zy R e T B R R P el GRtr v B i
oxdy  ox| of - or \2
ou (EX)
6.2.8 ¥\
6.2.9 ') Sea F(x,y,z) =2g(z) + f(A,y) =0 con A = x?
of
% _a—A-ZX
ox 2g'(z)
2
of 2 o°f 2a’ — 24q” % ﬁ.z
2 _ o aa ™| _ (2503 | 5@ = 2070 35 -2
dyox  dy| 2g'(z) (24’ (2))*

6.2.10 '3

6.2.11 ')
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6.2.12 \'3® Tenemos F(u,v) =0 con u=f(A), v=f(B) y A=xy y B =2%

oF oF oF

il — . f(A) - ~— . f(B) -
2 _ 3 _  au ()y+av (B)-0
ox oF oF oF

_ — . . — .f(B).-2

0z ou (A) 0+6v f(B)- 22

oF oF oF

— = . — - f(B) -
%:_a_y:_ u f'(A) X+av f'(B)-0
oy oF oF , oF ,

6.2.13 \'3@
6.2.14 \'3@ K=-1
6.2.15 \'3@

6.2.16 \'3® F(x,y,z) =y — g(u) — f(v,w) con u=12%, v=y2, w=x%
of
% B 2XE
ox  —2zg'(u)
of
oy 2zg'(u)
@ o (o
oy? dy \dy

2
(25— 57 o - (25 o0 + 427 ) (1-2u

ov2 ov
[2zg’(w)]?
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