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5.3 Funcion diferenciable. Diferencial total.

Diferencial en una variable. Geométricamente, si f es derivable en xy entonces la ecuaciéon de la recta
tangente T a fen (xo, f(xo)) es

T(x) = f'(x0)(x = x0) + f(xo)
Entonces
f(xo + Ax) ~ T(xg + Ax) = f'(x0)Ax + f(xg) = f(xg+ Ax) — f(xp) =~ '(x0)Ax
= Ay =~ f'(xp)Ax

El diferencial dx puede ser cualquier nimero (grande o pequeiio), si dx es pequefio, Ay se puede
aproximar con el diferencial dy = ’(x) dx. Formalmente,

€
Ay = f'(x)dx + lim — =0
y (x)dx + € con Jm

Esto dice que f es diferenciable en xo sila distancia e entre el grafico de f y su tangente se desvanece
mas rdpidamente que el desplazamiento horizontal hacia el punto de tangencia.
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5.3. FUNCION DIFERENCIABLE. DIFERENCIAL TOTAL. (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay). 2

Diferencial total en dos variables. Sea S una superficie de ecuaciéon z = f(x,y). El cambio en f en dos
variables es

Af = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(xo, Yo)

Sea P = (x0,Yo,20) € S y supongamos que existe el plano tangente IT a S en P. Mds adelante vamos a
ver que si las derivadas parciales existen y son continuas en P, dos vectores tangentes son (1,0, fx(xo, Yyo))
y (0,1, fy(x0,Yo)) que estdn en el plano tanegnte a S en P. Con estos vectores tangentes obtenenos una
ecuacion vectorial del plano tangente TT (si hubiera) en P € S. Esta ecuacién vectorial es

Mr: P+ t- (1, 0, fx(XOIUO)) +s- (0’ 1, fU (XO’ yO))/ ts e R

Sitomamos t=dx y s =dy, ysi Q = (xo,Yo,22) € TI, la coordenada z de Q es
z3 = f(x0,Yo) + fx(x0, yo) dx + fy(x0,yo)) dy

Entonces f(xo + dx, yo + dy) = f(xo,yo) + fx(x0, Yo) dx + fy(xo, yo) dy

Af =z1—20 S \ ------- oz1=f (x0 + dx, yo + dy)

f

Af &
—— Plano tangente a S en P

Coodenada z del punto

- _*_;_.‘_iZO ) , yo—l—dy
s T

Figura 5.1: Af = z1 — 2»

Tenemos Af = f(xo + dx, yo + dy) — f(xo,yo) = fx(x0, yo) dx + fy(x0,yo) dy, es decir,

Af = fy(x0,Yo) dx + fy(xo, Yo) dy

El diferencial total de f es df = f, dx + fy dy.
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Coodenada z del punto
'—lef(xo +dx, yo + dy)

E
Coodenada z del punto

2= f(x0,40) +fx(x0,y0) dx + fy (x0,y0) dy

Figura 5.2: Af =~ f(xo,yo) dx + fy(x0,Yo)

(Funcion diferenciable)

Sila derivada Df(a) de f en a existe, decimos que f es “localmente lineal” o “diferenciable” en a
si f(a + Ax) — f(a) y Df(a) Ax son indistinguibles en el sentido de que su diferencia se desvanece
mas rapido que ||Ax||.

Geométricamente, en particular la funcién f es diferenciable en a = (xg,yo) sila distancia entre la
superficie y el plano

E = f(xo + Ax, yo+Ay) — [f(x0,Yo) + fx(x0,yo) dx + fy(x0, yo)]

se desvanece mas rapidamente que el desplazamiento horizontal /dx? + dy? = ||(x,y) — (xo, Yo)l|
hacia el punto de tangencia.

Definicion 5.1 (Funcidn diferenciable)

Una funcién f: R2 — R es diferenciable en (xo, o) si existe un entorno alrededor de (xo,yo) enel
que

0
i

E(x,y)
f(x,y) = f(x0,yYo) + fx(x0,yo) dx + fy,(x0,yo) dy + E(x,y) con lim =
9T R AT AR S R B B0 T R () —Geo90) 1105, Y) = (xo, o)l

Es decir, si f es diferenciable en (xg, yo), entonces en la cercanias de (xg, yo) la funcién f se puede aproxi-
mar usando el plano tangente. Si z = f(x,y) es diferenciable, el diferencial total df = f(P) dx + f(P) dy
representa el incremento de f a lo largo del plano tangente a f en el punto (x,y). Serfa como calcular
con el plano tangente en vez de usar la superficie S (ver figura 5.2).

Tenemos un teorema para caracterizar las funciones diferenciables.
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Teorema 5.1 (Funcion diferenciable)
Sea f: U Cc R™ — R. Si las derivadas parciales de f existen y son continuas en un entorno de
(x0,Yo) € U, entonces f es diferenciable en (xg, yo).

5.4 Regla de la cadena.

Recordemos que en una variable, si f(u) y u(x) son derivables, entonces la regla de la cadena establece

df df du

dx dudx
La regla de la cadena nos indica como varia f conforme recorremos la trayectoria u(x). Formalmente es
la derivada de f en presencia de un cambio de variable u. En funciones de varias variables la relaciéon
persiste en el siguiente sentido

Ya conocemos que si f es diferenciable en (xo,yo) entonces hay entorno alrededor de (xo,yo) en el que

E
Af = fx(XO; UO) dx + fy (X(), y()) dy + E(X,y) con lim (X/U) _
(xy)—xov0) [[(x,Y) = (x0, Yo)l|

En presencia de una composicién de funciones (o mejor, “un cambio de variable”), tenemos

Teorema 5.2 (Regla de la cadena — Caso |).

Sean x = x(t) y y = y(t) derivables y z = f(x,y) diferenciable en (x,y) = (x(t), y(t)), entonces si
z = f(x(t),y(t)) es derivable,

2T + Ly
dt - ox oy
i
Teorema 5.3 (Regla de la cadena — Caso Il.)

Sean u =u(x,y) y v =v(x,y) con derivadas parciales en (x,y). Si z = f(u,v) es diferenciable en
(u,v) = (u(x,y),v(x,y)) entonces z = f(u,v) tiene derivadas parciales de primer ordenen (x,y) y
0z afau+ of ov
ox  Ou 0x ov 0x
% _ Ao A

dy  dudy ov dy i

Sea z(x,y) = yarctan(y/x) + tan(xy). Podemos hacer un cambio de variable y calcular % usando

la regla de la cadena. Sea u(x,y) = arctan(y/x) y v(x,y) = tan(xy), entonces z = yu +v.
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0z _ dzow 0z dv
ox ou 0x ov 0x

1 1 -y-1 N 1
2w+ 1+ y/x)? % 20U+ v

Al sustituir u y v obtenemos el resultado completo, si fuera necesario.

ysec®(xy)

Sea z(x,y) = x2 + 3y?, donde x = e' y y = cos(t) entonces

de _ dzdh dzdy
dt ox dt dy dt

= 2xe'-6ysen(t) = 2e*' — 6cos(t)sen(t)

Ejemplo 5.3

3
Sea z(u,v) = x?eY", donde x = uv yy= u? —3

—Vv° entonces

2 220 22y
ou oxou 0you

dy

0
= 2xey3a—X + 3x2y2ey3a— = 2xeY¥’v + 3x%y2ey 2u
u u

0= _ dzdx 020y
ov 0xdv 0y dv

dy

d
= 2xey3a—’v‘ +3xy2er’ =2 = oxeVu + Bxyley’ - 52

Ejemplo 5.4

Sea f una funcién diferenciable y z(x,y) = f(x?, xy?). Para derivar usando la regla de la cadena
usamos el cambio de variable 1 = x? yv= xy?, entonces z(x,y) = f(u,v) y

0z _ of u df v
dx  du 0x 0v 0x
of of
= oo 8
ou X+av Y
0z of ou of ov of of
— = —+— = = — -0+ —-2xy

oy &'aerav'ay ou ov
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Sea f una funcién derivabley z = f(x,y) con x = rcos6, y = rsen 6, entonces

%z _ ﬁ%+Ea—y = ﬁcos9+ EsenG
or  0xOdr Qdyodr  Ox oy
0z of ox 0f dy f of
— = ——+——= = — - 0+ — §)
20 0x00 ' dydo _ ox  emUT Ry e
|
Ejemplo 5.6
) RV _ A%
Sea V=V(P,T). Si P(V—-b)e"Y =RT, con b,R constantes, calcule T
Solucion: V es funcién de P y T. Derivamos a ambos lados respectoa T,
0 Rvy 0
T [P(V-b)eRV] = T [RT]
P[Vie?Y +(V-1b)eRVRV{] = R
R
V+ =
! PeRV(1 + (V — b)R).
|

Regla de la cadena y segundas derivadas parciales. Si z = f(u,v) tiene segundas derivadas parciales
continuas, entonces las derivadas parciales de f siguen siendo funciones de u y v.

Z= vl entonees sl au Y| T 32 " ox | ovou  ox

Esquematicamente se podria ver asi:

ges/cap3,derivadaspa rciales/RC1fx.pdf

ges/cap3_de i35

grfiales/RC2fyv. pdf

Ejemplo 5.7

of of @2 02
Si z = g(x?) + f(arctanx, tany), calcule z z

x’ oy’ oxdy J o2

2

u = x
Solucién: : Primero un cambio de variable z = g(u) + f(v,w) con{ v = arctanx
w = tany
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0z , of 1 of
2) IRt et O
& -0 2x - ¢’'(u) + L ﬁ(V w)
b.) 2 Ox 9 1+x2 ov '/
2x  of 1 (9% 1 0*f
- 2 ’ +2 ” .2 - + - —_— . + .

0 of of
c.) £:O+a-0+%~seczy
d 9%z 0 sec? of (v, )
) xdy  Ox 9w
0%f 1 o%f
_ 2 ) .
- sl (avaw 1+ x2 - ow? 0)

Ejemplo 5.8

Si z(x,y) = g(y) - f(x — 2y, y°). Calcule zy Y Zxy-
Solucién: Cambio de variable: Sea 1. = x — 2y, v =y°. Entonces z(x,y) = g(y) f(u,v).
zx = g(y) [fu-1 + fy - 0] = g(y) fulu,v)

Zxy = 9'(y) - 1-fu + g(y) [—2 fuu + 3y2fuv]

Ejemplo 5.9

Cambio de variable: Sea z(x,y) = g(u,v) con 1 = x*y”? y v = xy. Calcule

2z
dyox’

Solucioén:
0z ogou 0dgov dg , 0g
= - =2y 27 - 29 .
> _ dudx Tovoax _ ou Yt Y
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0%z B i[ag(u,v)

9 og . 9g9(w,v) 0 |99(w,v)
= - 2xu? — [2xy2] - == C—
oyox dy ou ] A ay[ *Y ] * *

ou ov Y oy ov

d%g d%g dg . 9g(u,v) 9%g
—Zuy, + —= v, | 2xy? + dxy - == + — +y-
[auz ty ovou Yy Y Y ou ov Y

’g d*g og  9g(u,v) ’g
= |[==Z .2yx? x| eoxu? 4+ 4xy - =2 4 ==
[ R N e s - R MR A NP

udy

Ejemplo 5.10

Sea Fu,v)=—u-veonu?=x-y yv?=x+y. Siu#0yv#0, verifique
u+v
) Fe=- .
a) 2uv
v—u
b.) F, = —.
) Fy 2uv
Solucion: Primero veamos que 2uuy =1, 2vvy =1, 2uuy =-1y 2vvy =1. Por lo tanto
1 1 u+v
a.) FX:Fqu'FFVVX:—].‘E—].'R:—zuv.
1 1 v—u
b.) F, =F +F ==1-|{-=—] -1-—= .
) Fy utly vVy ( Zu) 2v 2uv

5.5 Ejercicios

d
® 5.5.1 Sea z=xy?+x con x =sent y y = tan(t). Calcule d—i
’ 2 dw
® 5.5.2 Sea w=x“+2xy+y“ con x=tcost y y=tsent. Calcule T

® 5.5.3 Sea z=uVu+v? con u=xy y v = arctan(y/x). Calcule % y g—:

® 5.5.4 Sea z =g(y) - f(x,y) con f y g funciones con derivadas de segundo orden.

0z
. lcule —
a.) Calcule ™
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d
b.) Calcule a—;

0z 0z
) Six=1t? =u?+13, calcule = y —
c.) Six yy=u calcule ==y =
2
5.5.5 Sea z = f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden, calcular Sy

5.5.6 Sea z = ln3(xy) + f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden, calcular
0%z

dyox’

5.5.7 Sea g derivable y f una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas.
2

0
Determine ™ E)Zy siz = f(xsen(y), g(x))

5.5.8 Sea T(x,t) = e>*sen(2t — 3x). Determine una constante K tal que

oT 0%T oT
6a_t +3—axat _26_x = K-T(x, t)
5.5.9 Sea z definida mediante z = xf(y)+yg(x),con f y g funciones dos veces derivables.
Calcule K € R de tal manera que se verifique la identidad

0%z 0z 0z
2 - Kx— - Ky— +2z=0.
b 0xay ox Y oy z

of of . .
5.5.10 Sea z = I + @, donde f = f(x,y) es una funcién con derivadas de segundo orden.

X
.9 B ’ 9z 0z 0. 0 (of of

Six=u"+vyy=u+v, calcule u y 3 Sugerencia: == = —— | =—(x,y) + O—g(x,y)

0
5.5.11 Sea w=g(x) + f(x,y) con x =rcos® y y = rsen6. Calcule a—vev

5.5.12 Sea z = f(u,v),donde u=x*>+y?, v =xy. Si f tiene derivadas parciales de segundo
orden f, fuyv, fuu y fuvv continuas (es decir, fi, = fyy ). Verifique que:

5.5.13 Sea z = f(x*> + cosy, x> — 1) — g(3xy?) con g derivable y f con derivadas parciales
continuas y de segundo orden. Calcule zyy

5.5.14 Sea z = x*f*(xy,y?) con f con derivadas parciales continuas. Calcule z y z

5.5.15 Considere z=x-f ( % , €% +3x ) +h ( x*y? ), donde f es una funcién con derivadas

parciales de segundo orden continuas y h una funcién con derivadas de segundo orden conti-

0%z

oxoy

nuas, calcule:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
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5.5.16 Considere z = f(2x?y —y, x?) + g(x*> — xy), donde f es una funcién con derivadas par-
ciales de segundo orden continuas y g una funcién con derivadas de segundo orden continuas,

2%z
calcule:
0x0y
’ ) of of
5.5.17 Sea z = f(X -y, Xy) donde s = x* — yy t =xy. Calcule a y a— (Sugerencia: Calcule
s
zZx y zy y resuelva el sistema pensando en 3 Y % como incognitas).
0z
5.5.18 Verifique que si f es diferenciable, la funcién z = f(xy) satisface la ecuacién X3 T
X
0z
—~ -0
Y3 "

5.5.19 Sea u = f(r) con f derivabley ? = x? + y2 + z2. Mostrar que

ou ou ou
x&+y@+za—z—rf(r)

0 or
Sugerencia:  (12) = 2r- &
ugerencia ™ T T ™

5.5.20 Supongamos que f es una funcién con derivadas parciales de segundo orden conti-

%z f(u,v)

nuas. Calcule conu=x>yv=3y-2

0
5.5.21 (*) Supongamos que se sabe que xa—i + yg—z = 2x?sen(xy) con x >0y y >0
Verifique que aplicando un cambio de variable de (x,y) a (u,v) donde u = xy y v = x/y;

., . .. z
entonces la ecuacion (*) se convierte en la ecuacion — =v senu. Sugerencia: Como z = z(u, v); calcule

u
las derivadas parciales y luego despeje x y y en el cambio de variable. Al sustituir, obtiene el resultado.

5.6 Solucion de los ejercicios

5.5.1 ‘3

dz 0z dx 0z d_y

dt ox dt | dy dt
= (y?>+1)-cost + 2xy-sec’t
5.5.2 d—w—2t+2t n 2t + 2t2 cos 2t
.5. ') T se cos
5.5.3'3
= 2 du 3 v
ox  du 9x ov 0x
u uv —y/x?
= u+v2i4+ ——|-y+
2Vu + V2 Yu + 2



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

5.6. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

e 0z du 2z v
dy  ou dy Oov dy
= u+v2+ Xt | | - L/x
2Vu +v2 Vu + V2 1+(E)2
X
5,54 %N
0z of
a.) a=9(y)-[&]
0z of
b. — =gy -f —
) 3y 9'(y) (x,y)+9(y)[ay]
c.)
oz, ) of of _.,
50 = 9) -3t f(x,y)Jrg(y)[aX 2t 5y 3t]
0z , of of
PV (y)-2u-f(x,y)+9(y)[&-0+@-Zu]
5.5.5 ')
o0z _of ,Of
x ou 7T oy
e Aplicamos regla del producto,
2%z o [of o [of
= —_— —ay +_ _—
oyox dy [ ou dy | dv
SN i Y B i
a FI P duov
5.5.6 '3
0z 2 1 of of
— =31 —+ — sy + —
* 0x n“(xy) x ou Y ov
e Aplicamos regla del producto,
0%z 1 0 [of o [of
- 61 = — =
o0yox 6In(xy) Xy - ay [6u y] oy [av]
f o%f o f
= 6ln(Xy)—+1 a—+ W + auav

11
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5.5.7 ')@

12

Primero hacemos un cambio de variable: z = f(U, V) con U = xsen(y) V = g(x).

%z _ 2 (afuV)
™oy ox| ou Y
0z of of
— = — W, + — -V 2 2
y J = (m Uy + Vol Vx| xcosy + cosy 30
= ﬁ X cosy + ﬁ 0
oo Shov = o seny + o°f "(x)| xcosy + cos of
- ow M"Y avau ? Y Yau
,, oT
5.5.8 ')® pra 2e 3% sen(2t — 3x)
aZT -3x —-3x
3ot - —6e77% cos(2t — 3x) + 6™~ sen(2t — 3x)
oT
Pl —3e ¥ sen(2t — 3x) — 3e73* cos(2t — 3x)
K =24.
5.5.9 ‘)@
0z 0z 0%z
— = f(y)+yd — = xf'(y)+ = f'(y+d¢
* (y) +yg'(x) * 3 xf'(y) + g(x) %oy (y)+g'(x)

Si K = 2, entonces

2xy(f'(y) + g'(x)) = 2x(f(y) + yg'(x)) = 2y(xf'(y) + g(x)) + 2z

5.5.10 \'3@

oz 02f
ou ox2
0
o2
o _ o
v a2
o
o2
5.5.11 \'3@

-2

2xyf'(y) + 2xyg’(x) — 2xf(y) — 2xyg’(x) — 2yxf'(y) — 2yg(x) + 2z

—2xf(y) — 2yg(x) + 2z

ox N %f  dy N %f  Ox N %f dy
ou 0yox Ou  0xdy Ou 0Jy2 Ju
O’f 0? §
u+ -1+ f -2u+£-1
oyox oxdy oy?
ox 0% oy % x93 Dy
ov  0ydx dv  0xdy du dy? Ju
2 2 2
-1+ af-2\1+ i -1+ﬂ'2\)
dyox 0xdy dy?
ow ) of of
30 = 9 (x)-rsen® — a-rsene + @-rcose

0 v pues 2z = 2xf(y) + 2yg(x)
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5.5.12 '3

d of  of
Z )

x  Tou Yo

e Aplicamos la regla del producto,

0%z 0 5 of N o[ of
ox2  0x Xau 0x Uav

2 2 2 2
of 261‘ af]er[z 03f af]

2— 42 — ty— — ty—
ou | 0w T Yovou uov Yoz

e Simplificando se obtiene el resultado.

5.5.13 '} Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena.

Sea z = f(u,v) — g(w). Entonces,
zy = fu - —seny — g(w) - 6xy.
Zyy = —seny(fuu - 2x + fuy - 2x) — g”"(w) - 3y? - 6xy + 6y - g’ (W)

5.5.14 ﬁ Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena.

Sea z = x2f*(u,v). Entonces,
zy = 2xfH(u, v) + x2(4f3(w,v) - (fy -y + f,, - 0))

Zy = X2(4f3(u/‘}) : (fu “x+fy- 29))

5.5.15 '3

Seau=%,v= e¥* + 3x y w = x?y2. Entonces z = x - f (1, v) + h(w)

%2 _ .Bbf _dh
dy T oy dy
0y 9y
of ou of oOv ow
= x-|l— - =4+ =. 2 +¥W i
X (au 3y v ay)+ W)~ 3,
of 1 of ,
- = o+ —. + 4 .2
X(au X 0V O) W w)-2x7y
of
= E+h’(w)~2xzy

Ahora
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0%z (8_2)
oxoy 0x
0 (2L + 1 (w) - 2x%y)
B 0x
%f D %f
_ ot ou hd h"() 2x2g+h'(w)-4xy

ouZ 0x  ovou ox
%f —y 0% (

3x ” 2 2 ’
_ = . + + h .2 .2 + R .4
2 2 v 3e 3) (W) Xy Xy (W) XY

P Sy o
ouz x2  ovou

- (3e** + 3) +h” (w) - 43y + 1 (w) - 4xy

5.5.16 '3 Cambio de variable: z = f(u,v) + g(w)
oz of dg
—=—-(2x*-1
oy Ou ( )% dw
0%z of 0*f o%f
—4—22—1—4 2x) = g'(w) =x-g"(w) - (2x —
S0y = Pt )( xy + == 2x) - g'w) = x- g"(w) - (2x - y)
. . . 0z 0z

5.5.17 '3 Las derivadas parciales que se piden aparecen cuando calculamos R T Laidea
es despejar a partir de estos dos célculos.

n o,

ox s ot Y

o1 oz, 2
ot y+2x2|dx dy

a0,

dy s ot
De manera andloga or__1 9z _,. %

& ds  y+2x2 |0x Y dy
. . 0z 0z .
5.5.18 '} Sea u = xy. Con un célculo directo obtenemos Pl yf(u) y @ = xf’(u) Sustitu-
yendo en la ecuacién diferencial se obtiene el resultado.
5.5.19 '3 Observe que
2 () == (*+y*+7%) = 202 9, es decir, 2 = X, De manera anéloga
ox ox 0x ’ "ox ot ’
o _y
oy r
or _ z
oz 7
Entonces
0 0 0 +y°+
xa—t +y % +za—;‘ =x-f(r)- ; +y ~f’(r)-%+z~f’(r) = () "‘J—Z = 1f(1)
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5.5.20 '3

0’z 3
= —— - f, + 3xf,
0xdy x2 Mhvu

5.5.21 ')

Al aplicar el cambio de variable, z es una funcién de u y v, es decir, z = z(u, v). Por tanto

0z 0z 0z 0z 10z 0z 0z x 0z

x o T TV Ty Y oy T hu T 2ov
. 0z 0z
Sustituyendo » 3y’ x = yuv y y = y/u/ven (+), nos queda
0z

~— =vsenu

ou

15
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Epilogo: Existencia del plano tangente. ¢ Qué es una derivada de ?

* No siempre tenemos un plano tangente. Si la funcién es diferenciable en (xg, yo) entonces tenemos un plano
tangente en este punto y este plano tangente a S en P contiene todas las tangentesa S en P.

Considere la funcion continua,
Xy

fx,y) =1 Vx*+1y?

0 si (x,y)=1(0,0)

si (x,y) #(0,0)

Para esta funcién tenemos que f(x,0) = fy(0,y) = 0, asi que si hubiera un plano tangente, tendria que
ser el plano z = 0.

Pero si evaltamos f sobre la recta y = x tendriamos

f(x,x) = %

2
y si x > 0, la pendiente de la tangente seria — ymo 0 como se esperabal.

(Qué pasa?. La existencia del plano tangente a S en (0,0) requiere que la funcién sea diferenciable en este
punto. Pero en este caso no es asi:

f(X/ U) = f(O/ 0) + fX(OI O)(X - XO) + fy (0/ 0)(y - 90) + E(X/ y)

Xy

= E(x,y) =

Para que f sea diferenciable en (0,0) se requiere que el limite

lim E(x,y)
()= 00y0) y(x = x0)2 + (y = yo)?

exista y sea 0. Pero

Xy
Jx2 +u?
lim E(xvy) = lim Y'Y

) —000) \[(x —x0)Z + (Y —yo)2  xW)—(00) X2 1 2

. Xy
lim —_
(x,y)—(0,0) x2 + yz

si usamos la trayectoria y = x
Xy

Pues lim(xly)_)(olo) X—Z n yz =

NI~ N+-

si usamos la trayectoria y = —x

Es decir, el limite no existe. Por tanto f no es diferenciable en (0, 0).
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* {Qué es “una derivada” de una funcién multivariada?. En espacios de Banach (espacios vectoriales normados
y completos) hay dos tipos de derivadas: La de Fréchet y la de Gateaux. La derivada Fréchet extiende la
idea de la derivada de las funciones de una variable real a las funciones en los espacios de Banach. La
derivada de Gateaux es una generalizacién del concepto de derivada direccional en el calculo diferencial.
Ambas derivadas se utilizan a menudo para formalizar la derivativa funcional que se utiliza comtnmente
en la Fisica.

Sobre funciones f: R™ — R™, ambas derivadas coinciden con la derivada estindar de estas funciones.
(La derivada estandar?

Si f:R™ — R™ es diferenciable, lo que llamamos derivada es una matriz Dfxn(X) tal que

lm [1(x) — f(x0) — Df(x0)(x — x0)l| _

0, x, Xg € R"
X—Xo |[x = xo|

0, en otra forma,

f(x + h) = f(x) + J(x)h + 0o(1) con x, h € R™ (no es la expansion de Taylor!)

Six=(x1,%2,...,xn) y f=(f1,f2, ..., fm), entonces la matriz Df se llama matriz Jacobiana,

Df(x) = | 2 (x)

)

mXxXn
En el caso de la funcién escalar f: RZ — R tenemos

of
&(X)
of
@ (x)

Df(x) = [Vf]" =

En este caso, la derivada de f es usual llamarla “el gradiente” de f y se denota Vf = (fy,fy) (en forma
de vector). Esta derivada Vf(pj,p2) es un vector en R2 que indica la direccién de maximo crecimiento
(respecto a (p1,p2)) y sunorma es la “rapidez” de este crecimiento!
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