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5.1 Derivadas parciales de orden superior

Si f es una funcién de dos variables x e y, entonces sus derivadas parciales fy y f, también son fun-
ciones de dos variables, de modo que podemos considerar sus derivadas parciales (fx)x, (fx)y, (fy)x ¥
(fy)y , las cuales se llaman segundas derivadas parciales de f.
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x2  0x \ox dyox 9y (ox
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Si z = f(x,y), se utilizan diferentes notaciones para estas derivadas parciales,
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5.1. DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 2
2

oyox
mientras que para calcular f,, el orden se invierte.

Si f(x,y) = x> +x*y2 +y3, calcule

La notacién fyxy o significa que primero derivamos con respecto a x y luego con respecto a y,

v @ o
ox2” oy2” oxdy Y dyox

Solucion: Las primeras derivadas parciales son

of of
Pl 3x% + 2xy° y @ = 2x%y + 3y?

De donde obtenemos que :

aZf 2

0
_:6x+2y2 ° —_6y+2X2
Y2
o%f ) *%f 0
- 2 2] = 4 = — 2 2 + 2 = 4
oyox dy [BX oY ] b ox0y ax[ XY+ 3y ] b
|
Sea f: R — R una funcién dos veces derivable y sea z = f(u) con u = x>y*. Entonces,
0 0
o 2= '(u) - 3x°y* o == /(u) - x° 4y°
ox 0y L L1
62 aZ
. a—i = f(u) - 3x%y* - 3x%yt + 6xytf(w) o a—z = ’(u) - 13y° - 4x3y® + 12x3y2f(w)
x Y
. 0z = f7(u) - 4x3y3 - 3%yt + 12x%y3f(w) ° 0z = f(u) - 3x%y* - 4x3y% + 12x%y3f(w)
o0yox ox0y
|

Ejemplo 5.3

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se usan para expresar leyes fisicas. Por ejemplo,
o . L %u %u .

la ecuacién diferencial parcial 32 + a_gZ = 0, se conoce como ecuacién de Laplace, en honor a

Pierre Laplace (1749 - 1827). Las soluciones de esta ecuacion se llaman funciones armoénicas y

desempefian un papel fundamental en las aplicaciones relacionadas con conduccién de calor, flujo

de fluidos y potencial eléctrico.

Compruebe que la funcién u(x,y) = eY sen x satisface la ecuacién de Laplace.

Solucion: Las primeras derivadas parciales estdn dadas por
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ou
— = eYcosx
0x
ou
— = eYsenx
dy
con lo cual
0%u
<5 = —eYsenx
0x
o%u
— = eYsenx
oy
?u  %u
dedonde — + — = —eYsenx+eYsenx =0 v~
ox2  0y?

Ejemplo 5.4
2

2
La ecuacién de onda ou aza—u,

ot? ox?
onda, que puede ser una onda de sonido, una onda de luz o una onda que viaja a lo largo de una
cuerda vibrante. Si f y g son funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que
la funcién u(x, t) = f(x + at) + g(x — at) satisface la ecuacién de onda.

donde a es una constante, describe el movimiento de una

Solucion: Primero un cambio de variable. Sea A = x + at y B = x — at. De esta manera
u = f(A) + g(B). Las derivadas de u(x,y) con respecto a x estan dadas por :

ou 0%u
= IB = //B
3 A +gB), - =1"(A)+g"(B)

Las derivadas de u(x,y) conrespecto a t estan dadas por :

ou o%u

Ihag 7 _ ’ g 74 2 .m
= af(A)-ag(B), 5 = @A)+ a9 (B)

Sustituyendo obtenemos

02 02
=5 = @(A) + a%"(B) = a[f"(A) + ¢"(B)] = =
X

v
ot?

Consideremos f y g funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la
funcion u(x,y) = xf(x+y)+yg(x+y) satisface la ecuacién diferencial parcial 11, —211,y +11yy = 0.

Solucién: Primero un cambio de variable. Sea A = x + y, entonces u = xf(A) + yg(A). Las
derivadas de u(x,y) con respecto a x estdn dadas por

ux = f(A) +xf'(A) + yg'(A)
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Uxx = T/(A) + F(A) + xf”(A) + yg”(A) = 2f'(A) + xf”(A) + yg”(A)

Uxy = f'(A) +xf"(A) + g'(A) +yg”(A)

uy =xf(A) + g(A) +yg'(A)

Uyy = x1"(A) + g'(A) + ¢'(A) +yg”(A) = xf"(A) + 29'(A) + yg"(A)
Sustituyendo,

Uxx = 2Uxy +Uyy = 2 f(A) + xf”’(x +y) +yg”(A) — 2f'(A) — 2xf”(A) — 2¢’(A)

-2yg”(A) + xf"(A) +2g'(A) +yg”(A) = 0 v

Ejemplo 5.6
1
Compruebe que la funciéon u(x,y) = —————— satisface la ecuacién diferencial de Laplace en
VX2 +y? +22
02 (B 02
derivadas parciales Sl . )
27 2 922

Solucion: Calculemos las derivadas parciales

o o o =

o T afEryirp (Ery2 2Pl o (2 +y2 + 22

ou 22 —y? - 22 ou _—x2+2y2—22 ou _—xz—y2+222

2 (x4 y2 +22)5/2’ 2 (2+ y2 +22)5/2’ 022 (x2+ Y2 +22)5/2
y al sumarlas obtenemos el resultado deseado.

|

Observacion: Note que las derivadas parciales mixtas fyy y fyx en el ejemplo anterior son iguales. El si-
guiente teorema, da las condiciones bajo las cuales podemos afirmar que estas derivadas son iguales. El
teorema es conocido de Clairaut o también como Teorema de Schwarz.

Teorema 5.1 (Teorema de Clairaut o Teorema de Schwarz).

Sea f: D CR — R una funcién escalar donde D es un disco abierto con centro en (a, b) y radio
d, silas funciones fxy y fyX son continuas en D, entonces

fxy(a, b) = fyx(a, b)

5.2 Ejercicios
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_ t_1/2 e—Xz/kt

5.2.1 Sea k una constantey C(x,t) . Verifique que esta funcién satisface la

ecuacién (de difusién)

ko _oc
4 3x2 ot
S . L ’u  d%u
5.2.2 Verifique que u(x,y) = eY sen x satisface la ecuacién de Laplace el + 32 0
X Y

5.2.3 Sea a € R una constante. Verifique que u(x, t) = sen(x — at) + In(x + at) es solucién
de la ecuacién de onda ur = a%Uyy.

5.24 Sea a € R una constante y f y g funciones dos veces derivables. Verifique que
u(x, t) = f(x — at) + g(x + at) es solucién de la ecuacién de onda w¢¢ = a?iyy.

0z 0
5.2.5 Verifique que z = In(e* + eY) es solucién de las ecuacién diferencial a—i + £ =1yde
2 2 2, \?2
la ecuacién diferencial 0z 0z (02 ) 0.
0x2 oy? |oxoy

5.2.6 Sea g(x,y) = x?sen(3x — 2y). Verifique la identidad

o%g (Je]
: =2-2 +6x- .
X dyox 2y 6x - g(x,y)

1
5.2.7 La energia cinética de un cuerpo de masa m y velocidad v es K = Emvz. Verifique

o KK
e omoe =
5.2.8 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea u = x> + Yy y w(x,y) = f(u) - g(y).
ow 9w  *w ow

lcule —, —, —— vy —.
Calcule ax’ a2’ dyox y Y
5.2.9 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea w(x,y) = f(u) + g(v) donde u = 5 y
_Y w  ow
V= Calcule X’ dydx’
5.2.10 Sea w = &** - f(x?> — 4y?), donde f es una funcién dos veces diferenciable. Calcule
0%w
oxoy

5.2.11 Sea u(r,0) = t™cos(nB) con n € N una constante. Verfique que u satisface la
ecuacon
Uy " Ugo _

Upp + — + —=
TT T ‘]"2
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5.3 Solucidn de los ejercicios

—x2/kt
52.1 W Pongamos C(x,t) = ———
9 & i
( t—_ZX_L) —x?/kt
. oC _ kt Vi _e—XZ/kt x? 1
ot t B kt5/2  2t3/2
oy a2
, € _ 1
o0x 4t kt
o az_c—e_xz/kti ﬁ_i —e_Xz/kt 4_X2_ 2
ox2 Vi \k22 kt - k2t5/2  kt3/2

2

k
e Luego, multiplicando 3 Por g se obtiene la identidad.
X

5.2.2 '3

o u, =eYcosx
e uy =eYsenx
e U, = —eYsenx

e uyy =eYsenx

02 02
o Tl . _eYsenx+eYsenx =0 v
0x2  0y?
5.2.3 '3
= - —at) +
o acos(x — at) o
2 a’
e u =-—-a“sen(x—at) - ——
t ( ) (x + at)?
= —at) +
e u, =cos(x — at) s
e U, =—sen(x—at)— !
> (x + at)?
2 senx - at) - —5— = a2 (~sen(x - at) - —
o uy =-a‘sen(x—at)—- ——— =a*-|[-sen(x—at) - — | =
t (x + at)? (x + at)?
5.2.473 Sea A =x—aty B=x+ at, entonces u(x, t) = f(A) + f(B).

e u, =-—af’(A)+ag’(B)

a? - Uyy.

\/
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e uy = a*f”(A) + a’g”(B)
* ux =1 (A)+¢'(B)
* U =f"(A)+9g"(B)

o Uy = a’f”’(A)+a’g”’(B) = a® uyx. V

0 0
5.2.5 ') Satisface a—i + a—z =1
¢ =T ex +eY
eY
[ ] =
& ex +eY
0 x Y
o 2 02 e + < =1+
ox 0y e*+eY eXx+ev
) 0%z 0%z 02z \?
Satisface — - — - [=—] =
0x2 9y? | oxdy
eX-(e*+eY)—e*-e*
® Zyx =
(ex +eY)?
. _eY-(e*+eY)—eY-eY
vy = (ex +ev)?
. 0%z _i ey _ —eY.e”
oxdy  Ox |eX +eY (ex +ev)?’
& &_ 2z \ _oef-(eteY)—er-er ev-(er+eY)—ev e [ —eY-eX 2
o ox2  0y2 0xdy - (ex +eY)? (eX + eY)? (e + ev)?
X.eY Y . eX _poY . pX
__er-ey  evee _ eY-e — 0y
(ex+ev)? (ex+ey) (ex +ev)?
5.2.6 ')
%9 = 2x sen(3x —2y) +3x? cos(3x —2y), %9 = —2x?cos(3x—2y) y g = —4x cos(3x —2y) — 6x* sen(3x —
ox oy o0yox
2y). La identidad se verifica de manera directa.
oK K 1,
5.2.7') am—EV'm—K.\/
5.2.8 '3
0
o« o =W 2x-gy)
aZW 17 2 /
S =20(y)- [ - 26 + /()
X
0%w

yox 2x[f"(w) - 2y - g(y) + ¢'(y) - F'(w)]
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o Fo =02y 9+ gy W)
5.2.9 ‘3
o %—1;::f’(u)~%+g’(v)-;—12J
. ;jg; = )-—;‘-%—iz-f'(u)+g"(v)§~—3—12~g’(v>
5.2.10 ') Sea u = x? — 442,
. Z—LV = —e3f'(u) - 8y
. 0w =8y [—3e3xf’(u) — 3 (u) - ZX]
0xay
5.2.11 '3 Uy =n(n — 1)1 2 cos(nB) y uge = —nr™ cos(nod). Sustituyendo y simplificando

se verifica la ecuacion.
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