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4.8 Derivada Direccional (I)

La derivada de una funcién de una variable mide la ta-

sa (instdntanea) de cambio de la variable dependiente A
respecto a la variable independiente. La derivada de /
la funcién y = f(x) en x es, fl+h) Ay

Wolfram CDF Player

poon e Ay f(x+h) —f(x)
oo = fim 25 = Hm h

siempre y cuando este limite exista. Geométricamente, / T r+h \'
la derivada de f en x es la pendiente de la recta /
tangente a f en el punto (x, f(x))

Conont| @ B w B

Si f: RZ — R, la derivada de f en xg = (x0,Yo) € R?, en la direccién de un vector unitario
v = (vi,v2) € R?, mide la tasa (instdntanea) de cambio de f a través de la recta L(h) = x + hv cuando
h =0. El cambio en x, enlarecta L, es |[xo —xo —hvV|| = |[hv|| = h (pues Vv es unitario). De nuevo, esta
derivada en la direcciéon de v se obtiene como un limite,

lim f(xo + hv) —f(x0) _ lm f(xo + hvi, yo + hvo) — f(Xo,yo)_
h—0 h h—0 h

Observe que este limite es un limite de una funcién de una variable h, es decir, este limite es el tipo de
limites que calculamos en calculo en una variable.

Sea S la superficie de ecuacién z = f(x,y) y P = (xo, Yo, f(x0,Yo)) € S. Sea C la curva de interseccién
de la superificie S con el plano generado por la recta L (tal y como se muestra en la figura 4.1). Geomé-
tricamente, la derivada (direccional) de f en P (en la direccién de v) es la pendiente de la recta tangente
alacurva C en P.
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Figura 4.1: Derivada direccional en x la direccién de v

f
P y la derivada en la direccién

of
del eje Y, denotada @; llamadas derivadas parciales respecto a x e y respectivamente.

De particular interés son la derivada en la direccién del eje X, denotada

Wolfram CDF Player

Wolfram CDOF Player

Figura 4.2: Derivada parcial en x en la direccién deFigura 4.3: Derivada parcial en x en la direccién de
X Y

4.9 Derivadas parciales.

Definicion 4.1 (Derivadas parciales).

Sea U € R™ un conjunto abierto y sea f: U — R. Entonces la derivada parcial

de f respecto
aXi
a la variable x; en el punto x = (x1, ..., Xn), se define como

of _ lm f(x1,%2, ..., Xi + h, .., xn) = f(x1, ..., Xn) - lim f(x + hey) — f(x)

aXi h—0 h h—0 h

siempre y cuando este limite exista. Aqui e; = (0,...,1,...0) con un 1 en la i—ésima posicién. El

dominio de

es el subconjunto de R™ en el que este limite existe.
Xq
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Caso de dos variables

0z

f
Cuando z = f(x,y), es comun denotar las derivadas parciales con P zx o fy. Segtn la

definicidn,

Of _ 1y TxH 1Y)~ y) of _ o floy+h)—f(xy)
0X  h—0 h 0y h—0 h

. of , ——
Es decir, para calcular — derivamos de manera ordinaria f respecto a x pensando en y como una

of . . e
constante y para calcular 30 derivamos de manera oridinaria f respecto a y pensando en x como una
Y

constante. Esto es valido siempre y cuando apliquen los teoremas de derivadas en una variable.

En tres 0 més variables, la situacién es similar: Derivamos respecto a la variable de turno, pensado en las
otras variables como “constantes”.

Notacion. Se usan distintas notaciones para las derivadas parciales. Por ejemplo, para hablar de la deriva-

da parcial de f respecto a x, se usan la notaciones ey fx, O0xf, etc.
X

La notacién para evaluar una derivada parcial en un punto también puede tener variaciones. Por ejemplo,

of
para evaluar una derivada parcial de f (respectoa x) en P se usa fx(P) o también I
X

P
Ejemplo 4.1
d daf
o (k-f(w) = ™
Recordemos que en una variable, si k es una constante, K df
d(k) _ " du
du \ f(u) T f2(uw)
0 0
a.) Si z=x?y?+y, calcular a—i y £

Solucién:

0 d d
o z=xy’+y = —Z:—(xz)y2+a(y) = 2xy?+0

ox dx
0z d d
:22+ :}—:2— 2+— =22+1
° z=xy"+y 2 Xdy(y) dy(y) X*2y
3 0 0
b.) Siz:;—5, calculara—iyi.

Solucién:
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3 0 0 (1 1 1
° Z:X—S - _Z:_(_S‘X3):—5'£(X3):—5-3x2
y ox  0x \y Yo dx y
d
3. % 5
x3 0z 3 (% dy v’) —x3 - 5y
*EE T % oyl 10 - 10
Y oy 9y \y Y y
d df d daf d
ax (f(w)) = T d_laj’ en particular ™ (f*(w) = nfn—l(u) v d_l;'
d df dg
—(f = — + f 2
Recordemos que, dx( (I9(x)) dx 909 + f(x) dx
df dg
d (f(x)) a9
dx \ g(x) g2(x)
2 e (n3
Gj = YTz cos (zx )’ calcule a_W/ ow y ow
1+y2 ox” 0y 7 0z
Solucioén:
ow 1 0 + 422 cos®(zx3) - —sen(zx?) - 3x%z

— = 0 (y + 2% cost(zx%)) =

0x 1+y2 0x 1+y?

0 (y + 2% cos*(zx?)) - (1 +y?) — % (1+1?) - (y + 2% cos(zx?))

L
dy (1+y?)?
_1-(1+y?) -2y - (y + 2% cost(zx?))
B (1+y?)
ow 1 0

2 (3
5, 1+y2-a—z(y+z cos*(zx%))

T NIy N L SV II
0+ 5. (%) - cos*(zx®) + z 5. (cos*(zx?))

1+y2

2z - cos*(zx3) + 2% - 4 cos®(zx?) - —sen(zx?) - 1 - x3
1+y?

Ejemplo 4.3 (Evaluando derivadas)

mr’h ov

calcule ﬂ —
’ Y on

Tlr=2, h=4

El volumen de un conoes V =

=2, h=4
Solucion:
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. ﬂ _ 2mrh _ 16_71
OT |22, hes 3 =2, h=s 3

. oV _mr? _ 4m
oh r=2, h=4 3 r=2, h=4 3

Ejemplo 4.4

0
Verifique que si z = arctan(y/x), entonces xa—i +y
Solucién:
oz _ ;.i(g)
ox 14 (y/x)? dx\x
oz _ ;.i(g)
oy 1+ (y/x)? dy \x
0z 0z -y X
"o Yoy T e T ey

%
ay_

=0.

XZ

X2 + y?

£

X2 + y?

-
o xE+y?
1 X

X2+ y?

Ejemplo 4.5

ow ow
xln(xz)a + g(z)a—Z

Por lo tanto, si g(z) = z tendriamos lo que se pide:

0 0
xln(xz)a—‘: + Z’c)_vzv

Solucién:
ow 2 d 2\ _
FE cos(y?) = (In(x*)) =
ow _
o0z

Ahora,

XIn(x?) 22 cos(y?) -

2
X

Si w = z%In(x?) cos(y?), determine g(z) tal que xln(xz)%—t + g(z)aa—vzv = 4w

2
2 2y, =
z* cos(y~) N

% (z?) In(x?) cos(y?) = 2z In(x?) cos(y?)

+g(z) - 2z In(x?) cos(y?)

222 In(x?) cos(y?) + g(z) - 2z In(x?) cos(y?)

= 222In(x?) cos(y?) + z - 2z In(x?) cos(y?) = 4z%In(x?)cos(y?) = 4w v
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Ejemplo 4.6
of  of

20 had
Si f(t,0) = e“Yd(t,0), calcule 5t Y 39

Solucion: : En este caso, como ¢ no es conocida, sus derivadas parciales solo se dejan indicadas.

[ J E = ezea—(b
ot ot
of 0 2000 _ 2000
AR A (t,0) + T 55

Ejemplo 4.7
0z

0z
Sean f,g: R — R funciones derivablesy u = x> +1y3. Si z =x%g(u) + f4(w), calcule — y -

Solucién: : Como f y g no son conocidas, sus derivadas solo se dejan indicadas.

0z dg du df du
— = 2% + 279 27 + 4f3 —_ .
* 0x X9l +x du dx (w) du dx
d af
= 2x-g(u)+x*—=> 9 5xt 4f3(u) - — - 5x*
du du
0 dg d af d
o = = 2590 4f3(u) - s
oy du dy du dy
dg daf
= x2—2-3y” + 4f3u) - — - 3y°
X g, Y (W) -3y

Ejemplo 4.8

Recordemos que en una variable, si a > 0 y, f y g son derivables, entonces aplicando regla de la

cadena,

d dg du

— g(u)) = q9w. a9 .

dx (a < Ina- du dx

d o w1 df

(1) = )Rt

0z 0
Si z = (sen X)U calcular 3 Y oz
oy

Solucién:

0z 0 2 2 d 2

= - YTl =2. y-1. = =1u2. y-1.
® 3% e ([sen x] ) Y= - [senx] ™ (senx) =y~ - [sen x] Cos x

. g_z = % ([Senx]yz) = [senx]¥” - In(senx) - % (y?) = [senx]¥" - In(senx) - 2y
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4.10 Ejercicios

of of
4.10.1 Sea f(x,y) = e Calcule @, 3 Y fy(2,1).
of of
— 112 (xY 2 y -
4.10.2 Sea f(x,y) = In’(xY + x= +2Y) Calcule oy’ %
4.10.3 Sea z=" X—Z con f derivable. Verifique que x% +2 % =0
.10. z= ” . que q ™ yay =0.
4.10.4 Sea z = ,[xy + arctan (E) Demuestre que zx% +z % =X
.10. = y <) q ™ yay =xy.
2 of of
4.10.5 Sea z = f(x*y +y) - Vx +y2. Calcule 3 o

4.10.6 Sea f una funcién derivable en todo R y sea w(x,y) = f(ysenx) si u = ysenx,
verifique que

0 0
cos(x) a—v): + ysen(x) % =yf'(u)

0
4.10.7 Sea z = g°>(x?)f(y?) + tan x?. Calcule a—z

4.10.8 La resistencia total R producida por tres conductores con resistencias R;, Ry y R3

o ‘o . ) 1 1 1
conectadas en paralelo en un circuito eléctrico esta dado por la férmula R R IR tR
1 2 3

Calcule IR, Sugerencia: R = R(Ry, Ry, R3). Derive a ambos lados respecto a R; .
1

4.10.9 La ley de gases para un gas ideal de masa fija m, temperatura absoluta T, presién

P y volumen V es PV = mRT donde R es la constante universal de los gases ideales. Verifique

ge 2P OVOT
M SvaTar”

4.11 Solucion de los ejercicios

4.10.1 '3 Usando la regla para la derivada del cociente,
0 2.2 0 1.2 2
o 3y [l (2 -y?) @[X y?] - xy
oy (x? —y2)?

X (¢ —y?) +2y - xy
(x2 — y2)?2
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0 0
of 5Dl 02 =y - [P -y -y
ox (x2 —y2)?
Y- (2 —y?) —2x-xy
(x2 —y2)2
10
fy (2, 1) = ? .
4.10.2 S Se debe usar la regla de la cadena para funciones de una variable,
4 0
of = 5In*(xY +x2+2Y). — [ln(xy +x2 + 29)]
oy oy .
= 5In*(x¥ +x2+2Y) ———— - (x¥Inx +2YIn2)
xY +x2 4+ 2Y
of 0
w - 5Int(xY + x2 +2Y) - ™ [ln(xy +x2 + 29)]
X
1
_ 40y 2 4 7Yy . oy -xy1
5In*(xY + x* +2Y) TR TY (y-x¥7" +2x)
X2
4.10.3 '3 Sea 1 = —, entonces z = f(u)
Y
0 2
o Zopr- =
0x y
0 2
o Z_puy- X
dy y?
0z 0z X2 2x?
Ziy— = )| == =0
aFand o rw| 22 oy
4.10.4 ﬁ
Yy
L =l ey
0x 2z
o X4y
ox 2z
e Ahora sustituimos,
y X
- +
zx% +z %z zx Xy +z : Xy
ox Y oy 2z Y 2z
2xy — Xy Xy
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4.10.5 '3

z es una funcién de dos variables pero f es una funcién de un solo argumento y como tal, se deriva
de la manera ordinaria. Aqui es conveniente hacer el cambio de variable u = x?y +y de tal manera que

2= ) VX TR

o= g+ - o [V

= ) (C+1) - x+y2 + f(u)- li =
Vx+y

e (T R % B exro f(u)-%[m]

= fw)- @) Vx+y? + f(“)'z—ryz

4.10.6 ')

Sea u =ysen(x), entonces w = f(u).

o wy = f(u)-ycos(x)
o wy = f(u)-sen(x)

o cos(x)wx +ysen(x)wy = cos?(x) -y - f(u) + sen’(x) - y - f'(u) = (cos®x + sen?x) y f'(u) = y f'(u)

4.10.7 '3 z = g?(Wf(v) + tan(x?) con u=x> y v=1y?
0 2
o = 302 (1) 26 1) + @) () -0 + 7
4.10.8 '7 Derivamos a ambos lados respecto a Ry,
o [1] _ 2 f1 1 1
OR; [R| =~ OR{|[Ri Ry R3
_1.0R
kK _ -l _ R_E
R2 - R OR1  R2.
1 1
4.10.9 '3
oP P
e — = ——
oV V
. ovV._ mR
T P
s T _V
OP  mR
oP oV oT _ mR l

P
woror Ve omR -V
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