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4.1 Superficies cilindricas o “cilindros”.

El término “cilindro” tiene varios significados relacionados y puede ser un concepto algo confuso. La
palabra “cilindro” probablemente evoque la imagen de un cilindro circular recto, pero en célculo en va-
rias variables un cilindro (cilindro generalizado) se refiere a una superficie generada por una curva: Un
cilindro es una superficie formada por una familia de rectas paralelas, llamadas generatrices, que pasan
por los puntos respectivos de una cierta curva directriz. Si la directriz vive en un plano y si la generatriz
es perpendicular a este plano, el cilindro se le dice “cilindro recto”. Un cilindro es un caso particular de
una superficie reglada.

En este libro solo se consideran cilindros (generalizados) de

ecuacion 7(t,s) = c(t)+s-€; t € I, s € R donde c(t) x?
es la parametrizacién de una curva que estd en alguno de los

plano XY, YZ o XZ y € es un vector perpendicular al plano
correspondiente.

Es decir, en nuestro caso, las superficies con ecuacion en dos de las tres variables x,y y z van a ser
cilindros rectos, con recta generatriz paralela al eje asociado con la variable ausente (en este libro, la recta
generatriz es el eje asociado a al variable ausente!). Por ejemplo, el cilindro de ecuacién z = 1 —x? tiene
generatriz paralela al eje Y mientras que el cilindro y? + (z — 1)?> = 1 tiene generatriz paralela al eje X.

Ejemplo 4.1

Para dibujar el cilindro de ecuaciéon z = 2cos(x) + 2 primero dibujamos la curva de ecuaciéon
z = 2cos(x) +2; y = 0. Luego, segtin nuestro convenio, la superficie cilindrica z = 2 cos(x) + 2
tiene recta generatriz paralela al eje Y.
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4.1. SUPERFICIES CILINDRICAS O “CILINDROS". (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Wolfram CDF Player

Cilindro
z=2cosx + 2
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Ejemplo 4.2

2 Wolfram CDF Player

El cilindro de ecuacién z = 2 — x~ es una superficie
cilindrica generada por la parabola z =2 — x%,y = 0;
con recta generatriz paralela al eje Y.
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Ejemplo 4.3

Dibujar el cilindro de ecuacién

(x=4P , (y-37

=1.
4 16

(x-47  (-37 _

Solucion: La superficie cilindrica generada por la elipse de ecuacién +

4 16 1

tiene su recta generatriz paralela al eje Z.
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Wolfram CDF Player

j:

(x—4) (-3 _
1 + 6 =1,ze R

Comporte | @) & W M)
Ejemplo 4.4
Dibujar el cilindro de ecuacién (y —2) + (z —2)> = 4.
Solucién: La superficie cilindrica generada por la circunferencia (y — 2)> + (z — 2)? = 4 tiene su
recta generatriz paralela al eje X.
Wolfram CDF Player
|

4.2 Solidos simples

Los sélidos simples se describen por medio de su frontera, es decir, se describen por las superficies que lo
limitan. Un sélido simple es un conjunto compacto limitado por una o varias superficies orientables (de
dos caras), sin hoyos, con borde y sin traslapes; en el interior del sélido no hay superficies ni ‘burbujas’
(la frontera del s6lido es tal que divide el espacio en dos partes: Interior y exterior).

4.3 Visualizando curvas de interseccion entre superficies
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Para realizar dibujos ‘a mano’ es esencial visualizar las curvas de intersecciéon entre superficies. En general,
si dos superficies se cortan en una o varias curvas, una manera de bosquejar estas curvas es buscar algunos
puntos de contacto. En los casos més sencillos, estos puntos los podemos localizar en los planos XY, XZ

o YZ. En los ejemplos que siguen, estos “puntos-guia” se sefialan con un punto rojo.

Ejemplo 4.5

Consideremos la curva C de interseccion de la superficie S1: z=1 - x2 yelplano Sp: y=3, en
el primer octante.
Para dibujar esta curva, calculamos “dos puntos guia” para trazar la curva. Los puntos guia estan
en rojo en la figura. Son el punto de intersecion entre las rectas z=1y y =3 enel plano YZ yel
punto de intersecién entre las rectas z =1 y y = 3 en el plano XY. La curva que queremos dibujar
inicia en uno de estos puntos y termina en el otro.
Plano y =3 Superficie S1: z=1-x2 Curva de interseccion.
/
(i,/?)«l)
BY Y
pd 3 =
x &
(1,3,0)
Corte del plano {—— o Wolfram CDF Player
/.“'-‘
L
X il o
- -
Y
Ctrl- Ratén: Zoom
Shift- Raton: Desplazar imagen | Compartir \ﬂ - v M e nﬁ [><] @
Figura 4.1: Curva de interseccién entre las superficies S;: z=1-x? yelplano Sy: y =3
|

Ejemplo 4.6
2

X
Consideremos la curva C de interseccién entre la superficie S1: z =4— T yelplano Sy : x+y =6
en el primer octante.

Elplano S : x+y = 6 intersecaalosejes X e Y en x = 6 y y = 6, respectivamente. Como se
observa, los puntos-guia estdn en los planos XY y YZ. En el plano XY el punto-guia se obtiene
sustituyendo x = 4 en la ecuacién de la recta x +y = 6, z = 0; se obtiene (4,2,0). En el plano YZ
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el punto-guia es claramente (0, 6,4).

Wolfram CDF Player

Corte del plano

]—

Ctrl- Ratén: Zoom
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Ejemplo 4.7

delarecta y+z=2,x=0.

Consideremos la superficie S1 : z =1 - x2 y el plano S; :
puntos-guia son (1,2,0) y (0,1,1). El punto (0,1, 1) se obtiene sustituyendo z =1 en la ecuacién

y +z = 2 en el primer octante. Los

Corte del plan0 ————{}— Wolfram CDF Player

Figura 4.2: Curva de interseccién la superficie S1: z=1-x? yelplano y +z =2

Ejemplo 4.8

Consideremos la superficie S : z=1-x? y el plano S, :

2z —y = 0, en el primer octante. Para

dibujar la curva C de interserccién en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso

estos puntos son (1,0,0) y (0,2,1).



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFSolidosEj2.39.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFSolidosEj2.39.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFSolidosEj2.40.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFSolidosEj2.40.cdf

4.3. VISUALIZANDO CURVAS DE INTERSECCION ENTRE SUPERFICIES (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 6

2

Plano S;: 2z—-y =0 Plano S, y superficie S;: z=1-x Curva de interseccion

z

VA

|
Ejemplo 4.9
Consideremos las superficies Si : x2 +y2 =16, Sp: 2x—22=0, enel primer octante. Para dibujar la
curva C de interserccion en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos
son (0,4,0) y (2,0, V8).
Corte del cilindro —}— Wolfram CDF Player
7
b
Figura 4.3: Curva de interseccién las superficies S1: x> +y?> =16y Sp: 2x—2z2=0
|

Ejemplo 4.10

Consideremos la curva de interseccion entre la superficie S; : x>+z2 =9 yelplano S;: y—x = -2
en el primer octante.

El corte del plano S : y—x = -2 conel plano XZ eslarecta x =2 (pues sobre este plano, y = 0).
Sustituyendo x = 2 enla ecuacién x24+2z2 =9, y = 0; obtenemos el punto de interseccién (2,0, \/5).

El otro punto-guia se obtiene sustituyendo x = 3 en la ecuacién del plano S : y—x = -2, este
punto es (3,1,0).
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Figura 4.4: Curva de intersecci6n la superficie S;: x> +2z> =9 yelplano Sy : y—x = -2

Perspectiva. En general, cuando dibujamos el sistema de ejes XYZ en posicién estandar, podemos mover
el eje X un poco hacia arriba o un poco hacia abajo y esto hace que la perspectiva cambie.

En el dibujo que sigue, se muestra la interseccién del mismo cilindro y el mismo plano, la diferencia esta
en la posicién del eje X (lo que produce el cambio de perspectiva!). En el primer caso el plano se ve
“desde arriba” en el segundo caso el plano lo vemos “desde abajo”

Figura 4.5: Efecto en la perspectiva al mover el eje X

4.4 Dibujo de sélidos simples

¢Siempre dibujamos en el | octante?. No, excepto que se pida de manera especifica. A veces se pide el
dibujo en el primer octante para simplificar el dibujo, pero para otros sélidos es obligatorio especificar el oc-
tante para que se cumpla la especificacion de sélido simple que dimos mas arriba y asi evitar ambigtiedades
(recuerde que los sélidos simples son conjuntos compactos y no tienen superficies interiores ni ‘burbujas’).

El sélido de la figura 4.4 es un “sélido simple”, limitado por lel cilindro S : z = x? + y? y los planos
S2:22=2+3x, S3: z=4,S4: x=0y S5: y=0, enel primer octante.
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Sélido limtado por Sy:z=x>+%, Sy: 22=2+3x, S3: z=4, §4: x=0 y Ss:y=0

Wolfram CDF Player

Separar Super cies
R ——
P —

Ctrl- Ratén: Zoom
Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir | G dwM

Figura 4.6: Solido simple

Ambiguedades. Por ejemplo, el sélido Q limitado por %z =2-x% S;:y=3; S3: x=0; S4: y=0
y S5: z =0, noesunsdlidosimple pues x = 0 es una superficie interior. Si eliminamos esta superficie
interior, si tendriamos un sélido simple.

Sélido Q (no simple) limitado por %z =2—x%  Sélido Q simple, limitado por z = 2—x%; y = 3;
So:y=3;, S3:x=0; S4:y=0y Ss:2z=0. y=0yz=0,

Los siguientes s6lidos son una “variacién” del sélido anterior, pero ahora se trata de sélidos simples. En
particular muestran que la presencia de los planos “x =0, y =0, z = 0” no implica que el sélido esté en
el primer octante, de hecho se pueden usar estos planos especificando que el s6lido esta en otro octante.
Los dos sélido de la figura que sigue, estdn limitados por las mismas superficies, pero el de la izquierda
estd en el primer octante y el de la derecha esta en el segundo octante.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFSolidosIntro.cdf

4.4. DIBUJO DE SOLIDOS SIMPLES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 9

Figura 4.7: Sélidos limitados por las mismas superficies, pero en distinto octante.

El dibujo de sélidos simples se hace estableciendo las rectas o las curvas de interseccién entre las superfi-
cies que limitan el sélido.

Ejemplo 4.11

Dibuijar el s6lido Q limitado por la superficie S; : z=4-x? yelplano S, : x+y = 4; en el
primer octante

Soluciéon: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (2,2,0) y (0,4,4). Esto
nos permite bosquejar la curva de interseccion entre S; y S;. Como estamos en el primer octante,
en este caso los planos x =0, y =0 y z = 0 son las otras superficies que limitan el sélido.

Corte del plano [ Ver sélido [ | Wolfram CDF Player ‘

5,
>

Figura 4.8: Sélido Q

Ejemplo 4.12

Dibuijar el sélido Q limitado por la superficie S; : x*+2z? =16 yelplano S, : y+z =4; enel
primer octante

Soluciéon: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (4,4,0) y (0,0,4). Esto
nos permite bosquejar la curva de interseccion entre S; y S;. Como estamos en el primer octante,
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en este caso, los planos x =0, y =0 y z = 0 son las otras superficies que limitan el sélido.

Corte del plano 1} Ver sdlido ] Wolfram CDF Player

Figura 4.9: Sélido Q

Ejemplo 4.13

Dibuje el sélido Q limitado por la superficie S; : y = x> +2 y los planos Sy : x —y = 0;
S3:x+z=2; S4: x=0y S5: z=0.

Solucion: Podriamos dibujar los planos S, y S y sus interseccién y luego agregar el cilindro S;.

Wolfram CDF Player

Ejemplo 4.14

Dibuje el sélido Q limitado por las superficies S1: (y — 22=x-2,S:y=4, S3: x+z=6,
S4:x=0S5:y=0y Sg: z=0.

Solucion: La parte delicada es dibujar la interseccién entre las superficies S; y Ss.
El plano S3: x +z = 6 corta a la superficie S; desde x = 2 hasta x = 6. El corte incia en (6,0, 0)
luego el corte debe pasar por (2,2,4) (que estd encima del vértice de la pardbola (y —2)> = x—2) y

finaliza en (2,4,0).

El sélido esté limitado por la superficie S4: x = 0, por eso el s6lido “inicia” en el plano YZ y sigue
hasta el cilindro S;
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Corte del pl —0— ver so-l-ld;- =]
SR Wolfram CDF Player

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir |0 m w1 ﬂ Eﬁ @ Figura 4.10: Sélldo Q

Ejemplo 4.15

Dibuje el sélido Q limitado por las superficies S : x> +y2 =16, Sy : %x —y+z=2,enell
octante.

Solucién: Primero calculamos el par de puntos-guia en los que el plano S : 2x—y+z = 2 interseca
al cilindro Sy : x> +y? = 16.

En el plano XZ el plano S; corta la recta x = 4 del cilindro S;. Entonces, como x = 4y y = 0 tenemos
(sustituyendo en la ecuaciéon de Sy) z = 2/5. Similarmente, en el plano YZ el punto de contacto se
obtiene en la interseccién de la rectay = 4 y larecta —y +z = 2.

De esta manera, los puntos de primer contacto entre el cilindro y el plano, en el I octante, son los
puntos (4,0,2/5) y (0,4,6).

Corte del plano ] Ver sélido ] Wolfram CDF Player ‘

Figura 4.11: Sélido Q
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Ejemplo 4.16

Dibujar el sélido Q limitado por las superficies Sy : X2+yr =42z, : z+x=4; S3: y=1 y
S4: x =0, enelloctante.

Solucion: En la aplicacién interactiva puede seguir los pasos para obtener el sélido.

Wolfram CDF P

J

a Paso
Super cle 1

Super cie2

Figura 4.12: Sélido Q

Ejemplo 4.17

Dibuje el sélido Q limitado por las superficies Sq : x2 + y2 =4, S5:z-y=3,yS3: z=0.

Solucion: El plano S, : z—y = 3 interseca al cilindro en los puntos (0,-2,1) y (0,2,5). Podemos
usar estos puntos para dirigir el bosquejo de la curva de interseccién.

Corte del plano [} Ver sélido [ | Wolfram CDF Player

Z

Figura 4.13: Sélido Q
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Ejemplo 4.18

Dibujar el sélido Q limitado por la superficie
S1: z=1-x*ylosplanos S; : 2z—y = 0;
S3:y=0; S4:x=0; enel primer octante.

Solucién: La superficie S1: z=1-x? queda arriba y
el plano S, : 2z —y = 0 queda abajo. El plano z =0
no es parte del sélido. El punto (0,2,1) se obtiene
como interseccion de lasrectas z=1y 2z—-y = 0.

|
Ejemplo 4.19
Dibujar el s6lido Q limitado por los planos ¥x —y+z=0; S;: y+z=2; S3: x=0y S4: z=0.
Solucion: Dibujamos ambos planos y marcamos los puntos guia para trazar el segmento de
interseccion. Uno de los puntos se obtiene como la interseccién de lasrectas ~y+z=0y y+z =2,
y el otro como la interseccién de las rectas x —y =0 y y = 2. Estos puntos son (0,1,1) y (2,2,0)
El s6lido se mantiene en el primer octante pues esté limitado por el plano x = 0 (plano YZ) y el
plano z =0 (plano XY).

Planos x —y+z=0; y+z=2; Soélido Q
|

Ejemplo 4.20

Dibuijar el sélido Q limitado por la superficie S;: z=1-x? ylosplanos 2z—y=0; x=0; z=0
y Yy =2, en el primer octante.

Solucion: Como el sélido estd limitado por los planos z =0 y x = 0, entonces el plano 2z -y =0
queda en la parte de arriba del sélido.
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Ejemplo 4.21

Dibujar el sélido Q limitado por la superficie
S1:z=1-x?yelplano Sy : y +z =2; enel primer
octante.

Solucion: En este caso no es necesario especificar los
planos x =0; y =0 y z = 0; con solo especificar que
estd en el primer octante es suficiente porque en este
caso no hay ambiguedad.

Ejemplo 4.22

Dibujar el sélido Q limitado por las superficies Sp : xX2+y?=1;, S5: x-22=0 y los planos
S3:z=2-%x; S4:x=0y S5:y =0, enel primer octante.

Solucién: Tal vez sea més sencillo dibujar primero la superficie S : x> +y? =1 yelplano z =2-x;
luego dibujamos la otra superficie Sy : x — 22 =0.
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4.4. DIBUJO DE SOLIDOS SIMPLES (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay).
Superficie S; : x?+y? = 1 y | Agregamos la superficie Sélido Q
plano z =2 —x Sy: x—2z>=0.
2|,
2 T T
z=2-u /’/
B If: Zz l’
// ' !
2?4y = et /
— P Y
//1 : 1
o | c
X T e
|
rz=4y

Ejemplo 4.23
Dibuje el sélido Q limitado por las superficies %x?> +z2 = 4; Sp : y+x = 2; S3

Si:y=0, S5: x=0, enell octante.
Solucion: Dibujamos los planos Sy : y +x =2 y S3 : z = 4; luego agregamos la otra superficie

X2 4+ 2% = 4.
Agregamos la superficie Seélido Q
X2 + 2% = 4.

Planos Sy: y+x=2; S3:z=4

> 4y =2

\&Y

!

Ejemplo 4.24

Considere las superficies S1 : 4(x —2) = Y2, St y+z=4, y S3: 2x +y = 8. Con estas superficies

tenemos tres posibles s6lidos en el I octante.
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a.) El Q limitado por las superficies S1, S, S3 ylosplanosSs: x=0, S5: y=0y Sg: z=0.
b.) Elsélido Q limitado por las superficies Si, Sz, S3 yelplano S¢: z =0.

c.) Elsélido Q limitado por las superficies S1, S2, S3 ylosplanosSs: y=0y S¢: z=0.

02 sonaos |
Sit4(x—2)=y Sr:y+z=4 8 2+y=8
WIfamCDFP\y

e (@) B w M S B« =8 Q

4.5 Ejercicios

En los siguientes ejercicios, dibuje el s6lido limitado por las superficies que se indican.

4.5.1 Dibuje el sélido Q limitado por las superficies S; : (y—2)* =x-2, S, : y =1,
S3:y=4, S4: x+z2=6, S5: x=0y Sg: z=0.

Dibujar el s6li-

Solido Q2 limi-

tado por la superficie x> + y> = 4; y los planos z+y = 2; x+V3y = 2V3yx =0, enell
octante

®) 454

tado por la superficie y> + z2 = 1; y los planos x + y = 2; x —y +z = 0, en el I octante.

Sélido Q3 limi-
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Solido Q4 limi-

Solido Qs limi-
tado por la supérficie (x-42+y*>=4ylosplanos x-z=0; y=-2; y=2;yz=0 con

0<x<4.

®) 457 S6lido Qg limi-

tado por la superficie y> +z2 = 16 ylosplanos x +2y+z=2; x+z=2; x=0; y z=0 enel
octante.

w4
® 458 mm Solido Q7 limi-

tado por la superficie y? +2z2 =16 ylos planos x +2y+z=2; x+z=2; x=0; y z=0 enel |
y IV octante.

®) 459

tado por la sﬁpe“rhﬁcie y=x% ylosplanos 2z+3y=18; x+y=6; z=3; x=0;y z=0, enel
I octante.

Solido Qg limi-

® 45.10

mitado por la superficie x> =4 —z y los planos 3z+2y =6; z=2x; y=0;y z=0.

®) 45.11 l Solido Qi li-

mitado por la sﬁperficie z =9-x% ylosplanos 5y —5x +2z = 0 y y = 3, en el primer
octante.

Sélido Qo li-

®) 4512

mitado por las superficies z = 4 — X% 2y+z=8, y=x; x=0 y z =0, en el primer octante.

Sélido Qq li-
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Solido Qg li-

mitado por las superficies z=4-x?/4; y=6-x; y =4y y =0, en el primer octante.

mitado por las superficies z=4-x% x+2y=4; z=4;z=0y y=0.

4.5.15

mitado por las superficies y
octante.

mitado por las superficies y = 2 — 2x2; y=1-x5 y+2z-=

octante.

4.5.17 /@

mitado por las superficies x> +y2=1; z=1-%2%, enelloctante.

2 — 2x%; y = 1 —x% y+2z =

Sélido Q13 li-

Sélido Q14 li-

Oyz=0 enell

Sélido Q15 li-

Oyz=2 enell

Solido Q16 li-

Sélido Qq7 li-

mitado por las superficiesz=1-x% z-y=1;, y=x; x=0y z=0, enel Iy IV octante.

4.6 Solucion de los ejercicios

4.5.1 '3
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452 ‘W@

453 ﬁ@

Zﬂ;

Soélido Q1

=

i i
i i :'”{
i

I m|||l||l\l1|

\, ~ ! {

I

Sélido Q».
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7 A S2r -2y +z2=2
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z

/
/

r+2y+z=2



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

4.6. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

2z+ 3y =18

4.5.11 ﬁ@ S6lido Q1o

22
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N
8
_
o
I
N

oy —dr +2z=0

Sélido Q11.

45.12 V’@

Soélido Q1z.

45.13 ‘ﬁ@
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45.14 V~)® s6lido Qis.

45.15 ﬁ@ S6lido Qua.

24
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4517 V’® Selido Q.

25
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