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2.1 La Hipérbola.

Definicion 2.1 (La hipérbola como lugar geométrico).
En un plano, una hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos Q tales que el valor absoluto

de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano,F; yF,, (llamados focos), es constante
(una constante menor que d(Fy, F»)). Si la diferencia es la constante 2a, con 2a < d(Fy, F2), entonces

[d(Q,F1) — d(Q, F2)| = 2a

Hipérbola como lugar geométrico: d(Q,F;) —d(Q,F,) = 2a con 2a > d(F,F»)

2a Iyl 4
S| Wolfram CDF Player

[d(Q.F1)-d(QF2) 4 j
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Figura 2.1: Hipérbola
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Ejes, centro y vértices. Supongamos que los focos de la
hipérbola son F; y F,. Ademas, |d(Q, F;) —d(Q, F2)| = 2a
con 2a < d(Fy, F2). La recta que pasa por los focos se llama
eje focal. Este eje focal corta a la hipérbola en dos puntos
Vi, Vo llamados vértices. El segmento de recta que une los
vértices se llama eje transverso. El punto medio de este eje se
llama centro de la hipérbola.

De la definicién de la hipérbola se puede deducir que la
distancia entre los vértices es 2a y cada vértice estd a una
distancia de a unidades del centro. Si la distancia del centro
a cada uno de los focos es ¢, entonces ¢ > a y

¢ =a®+ b2

Ecuacion canodnica
En coordenadas rectangulares, una hipérbola tiene ecuacién general

Ax? +Bxy+ Cy> +Dx+Ey+F=0 conB>—4AC>0y A#0

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En este caso, la hipérbola presenta una rotacién
respecto a estos ejes. La rotacion se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X’, Y’) haciendo un cambio de
variable (ver apéndice A del libro base).

Si B =0, la cénica estd en posicion estdndar y el eje focal es paralelo al eje X o paralela al eje Y.

Hipérbola en posicion estandar: Eje focal paralela al eje X. En este
caso, siel centroes (h, k), entonces F; = (h+c,k) y F» = (h—c, k). Los
puntos Q = (x,y) de la hipérbola satisfacen

1d(Q, F1) = d(Q, F2)| = 2a,

es decir,

\/(x—h+c)2+(y—k)Z—\/(x—h—C)2+(y—k)2l:2a

Para simplificar un poco el célculo, supongamos que d(Q,F;) —
d(Q, F2) > 0 (el otro caso es es totalmente similar), entonces

2
(2a—¢<x—h—c>2+<y—k>2 ,

ay(x—h-c) +(y-k)?,

2
Vix—h+c)? +(y —k)Z)

c(x —h) —a?

elevamos al cuadrado,

(2 - &)(x — )2 - &2y — k)2
(x-h? (y-k?

a2 c2 — a2

az(cz - az)/

= 1.

(x-h)? (y-k)?
a2 b2

2

Poniendo b? = ¢2 — a2, la ecuacién simplificada serfa = 1; esta ecuacién se le llama ecuacion
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canonica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, ¢, focos y vértices.

Hipérbola en posicion estandar: Eje focal paralela al eje Y.

En este caso, si el centro es (h, k), entonces F; = (h, k — ¢) YA N P
y F2 = (h,k +¢). Los puntos Q = (x,y) de la hipérbola (h, k + ) '"'Q‘@'&”J:"T
satisfacen L - |

|d(Qr Fl) - d(QI F2)| =2a,

es decir,

\/(x—h)2+(y—k+c)2—\/(x—h)2+(y—k—c)2|:2a.

Como antes, la ecuacion simplificada queda

(y-k? (x=h? _
a2 b2

1 (h,k —c)

' et

X
A esta ecuacion se le llama ecuacion canonica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud
de los semiejes, c, focos y vértices.

Asintotas de la hipérbola. Consideremos las ecuaciones canénicas de la hipérbola. Para determinar las asintotas
oblicuas de la hipérbola se necesita despejar y en ambas ecuaciones y analizar el comportamiento “asintotico
de la funcién” para x suficientemente grande. Informalmente,

y-%k?* (x=hy
2 b2

=1 = y:ki%\/(x—h)2+b2 :>y~ki%(x—h) si X — +00

(x-h? (y-k?
2 b2

b b
=1 = y:kia\/(x—h)z—& == y~kia(x—h) si x — 00

Teorema 2.1 (Asintotas de la hipérbola).

(=12  (=hp _

a2 b2
tiene asintotas tiene asintotas

(=h?  (y-kP _

a? b2 1

La hipérbola de ecuacién

1 La hipérbola de ecuacién

g b
y=k+—(x—h) =k + —(x —
b y k+a(x h)

Y

b b
Para probar el teorema se requiere verficar, por ejemplo, que lirrl k+ a\/ (x —h)2—a? - (k + E(X - h)) = 0.

Este limite es del tipo 0 - oo y se resuelve reacomodando el limite como el limite de un cociente y aplicando
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luego la regla de L'Hospital.
En resumen,

Hipérbolas.

Wolfram CDF Player

Ecuacion candnica j_ Ecuacion candnica

@—mz_@—ky_l (y - k)? @—m2_1
a2 b2 2 bz
b
Y\ Asintotas y=k=+ E( —h) Y ) Asintotas y=k=+ %(x —h)

2 =a?+b?

y >

h—c hea h hta hic

Identifique y trace la gréfica de la conica de ecuacién 4y2 —9%x2 + 36x — 24y — 36 = 0, indicando centro,
vértices, focos, asintotas e interseccién con los ejes.

Solucion: Completando cuadrados obtenemos

4(y —3)> = 9(x — 2)* = 36

por lo que la ecuacién canénica es
(y=3F (x-27 _

1
9 4

Se trata de un hipérbola con eje transversal vertical y centro
en(2,3).

Como a =3 yb =2 entoncesc = V13. Los vértices son vy = (2,0)
y v2 =(2,6) ylos focos sonF; = (2,3 - \/ﬁ) yF=(2,3+ \/ﬁ).

Las intersecciones con los ejes:y ~ —1.24, y~7.24 y x = 2.
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Hallar la ecuacién canodnica, los focos, los vértices y las asintotas de la hipérbola cuya ecuacién es

9x% —y2-36x — 6y + 18 = 0. Realizar la grafica.

Solucion: Completando el cuadrado en ambas variables,

9 (x> -4x+4-4)—(y*+6y+9-9)+18
9(x —2)° - (y +3)°

(x —2)°

(y+3)°

Il
e}

Il
\O

1
Por tanto,

e el centro esti en (2,-3), a = 1, b = 3y
2=a24+b? = 2=10 = c¢=V10

e Los vértices estan en (1,-3), (3,-3), los focos

en (2 + V10, -3)
e Las asintotas son y = +3(x —2) — 3.

¢ Las intersecciones con los ejes son y = —8.19,
y =219, x ~0.58 y x =~ 3.41.

o=

Ejemplo 2.3

Hallar la ecuacién canénica de la hipérbola con
vértices en (3,-5) y (3,1) y asintotas y =2x -8 y
y = —2x + 4. Ademas calcule los focos y realice la
gréfica.

Solucion: Como los vértices son vértices en (3, -5) y
(3,1), el centro es (3, —2). Ademas, la hipérbola tiene
eje transversal vertical y a = 3. Por otro lado, por el
teorema de las asintotas,

Por tanto, la ecuacion canénica es

y+2° (x-3?*_

9
Y 1

1
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El valor de c estd dado por

c?‘zc12+b2=>~c‘2=%z}wz—?’g/g

Los focos estdn en (3, -2 — &) 3,-2+ &). Las intersecciones con el eje Y son y ~ —8.70, y ~ 4.70.
2 )Y 2 )

2.2 Ejercicios

2.2.1 Determine la ecuaciéon candnica y los demés elementos de las hipérbolas de ecuacién
a.) 36x% — 64y? = 2304

b.) x> -2x-y>-6y+9=0

9 6 2
c.) —§+2x+x2—?y—%20

2 2
a2 N R S

d) 3 3 5

2.2.2 Determine la ecuacion canénica de la hipérbola con focos en (1,4) y (1,—4) ycon a = 3.

2.2.3 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola con centro en (—4,1) y un vérticeen (2,1) y
semieje conjugado de longitud 4.

2.2.4 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola de ecuacién 9x? — 16y? — 18x — 64y — 199 = 0.

2.2.5 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola con vértices en (0,2) y (6,2) y asintotas
y=2/3x A y=4-2/3x.

2.2.6 Determine la ecuaciéon canénica de la hipérbola que contiene al punto (4, 6) y cuyas asintotas
son y = +V3x.

2.2.7 Determine la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y que contiene los puntos (3, 1)
y 9,5).

2.2.8 Determine la ecuacién candnica y realice la representacion gréfica de la hipérbola cuyo eje
focal es paralelo al eje X, el centro es (2,0), una asintota tiene ecuaciéon y = 2x —4 y un foco estd a

una distancia de V5 unidades del centro.

2.2.9 Determine la ecuacion canénica de de la hipérbola que satisface simultdneamente las siguien-
tes condiciones,

a.) El centro de la hipérbola coincide con el vértice de la parabola de ecuacién y? — 2y +8x +17 = 0.
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b.) Uno de sus focos se ubica en (3,1)

c.) Uno de sus vértices se ubica en (1,1).

Realice la gréfica e indique sus principales caracteristicas.

2 2

X
2.2.10 Determine el tipo de cénica representada por la ecuaciéon — +

Yy _
Y16 =1 en los casos

a.) Sik>16
b.) Si0 <k <16
c.)Sik<0

2.2.11 Determine la ecuacion canénica y las caracteristicas de la conica que contiene a los puntos P =
(x,y) paralos cuales|d(P,A) — d(P,B)| =2 donde A =(-3,0) yB = (-3, 3). Realizar la grafica.

2.2.12 Realice el dibujo de la seccién cénica de ecuacién 9(x — 1) — (y + 1)? = 9. Indique ademas
todas sus caracteristicas.

2.2.13 En la definicién de la hipérbola como un lugar geométrico se indica que 2a < d(Fy, F2).
(Qué pasa si 2a > d(Fy, Fp)?

2.3 Solucidn de los ejercicios

MJS

a.) Laecuacién candnica es

2 2
* Y 1
64 36
Como ¢ = 10, los focos son (+10,0) y los vértices son (+8,0). La ecuacién de las asintotas es 3x —4y =0 y

3x+4y =0.
b.)  Laecuacién canénica es
(x-12-(y+37°=1

El o la estudiante debe completar la respuesta.
c.) Laecuacién candnica es
+3)?
(x+12 - W3S . L
El o la estudiante debe completar la respuesta.
d.) Laecuacién canénica es

(x=27 (y-5) 1
3/4 5

El o la estudiante debe completar la respuesta.

2 2
x—1
2.2.2 ') La ecuacién candnica es v _ ( ) =

9 7 L
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(x+4? (-17 _

2.2.3 ') El centroes (—4,1). a =6 y b =4. La ecuacién candnica es T3 T 1.
iy . x-1? (y+27? -
224 '} La ecuacién canénica es 6 "9 = 1. Vértices en (-3,2), (5,-2) y focos en
3
(—4,-2),(6,-2). Las asintotas son y = iZ(X -1)-2.
2.2.5 ') La ecuacion canoénica es
(=3P _u-27_,
9 4 7
Como ¢ = V13, los focos son (3 + V13, 2) y los vértices son (3 + 3, 2).
2.2.6 ') Como V3 -4 > 6, la asintota y = V3x va por arriba del punto (4,6). Esto nos dice que
2 2
la ecuacién de la hipérbola es x_2 - U_Z = 1. Como (4,6) esta en la hipérbola y como b*> = 3a?, entonces
a
1
—6 — ﬁ =1 = a =4. Asi, la ecuacién canénica es
a2 3a?
2 2
x_Y o
4 12
X2 P
2.2.7 ') La opcién que sirve es — — b 1. Evaluando los puntos se obtiene que la ecuacién canénica
a
X2y
——-==1
es ==
Y2 K2
La opcion = — — =1 se descarta pues se evaluando los puntos se obtiene a? = —6.
a? b2
2.2.8 ') Segtn los datos, la ecuacién de la cénica es
(x-2° ¥ _,
a2 v

b
Como una asintotaes y = 2x -4 — — = 2,
a

entonces tenemos V /
\ /

b ’ )
a :a:]_ A b:2
5 = a2+0b?
x-2° ¥ _,
1 4
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229 ') La parébola tiene ecuacién canénica (y — 1)> = —8(x +2), por tanto el centro de la hipérbola

es (-2,1).

Como un foco estaen (3,1) y un vértice estaen (1,1), el eje
transversal es paraleloaleje X, a=3, c=5y b=4. La
ecuacion candnica es

(x+27? (y-1?%
9 16

Sus focos son (3,1), (=7,1) y sus vértices (1,1), (-5,1).
Las asintotas son y = +2(x + 2) + 1. La hipérbola interseca
aleje X en x = =5.093 y x ~ 1.0933.

2.2.10 ')

a.) Como k>0y k—16 >0, se trata de una elipse.
b.) Como k >0y k—-16 <0, se trata de una hipérbola.
c.) Como k <0y k=-16 <0, laecuacién no tiene solucion, es decir, no es la ecuacién de una curva.

1.

2.2.11 ') Se trata de un hipérbola con focos A y B y por tanto ¢ = 1.5 y el centro es (h, k) = (-3, 3/2).

Como |d(P, Fy) — d(P, F2)| = 2a entonces a = 1. y entonces b? = 5/4. Luego ecuacién candnica es

(U—%)z_ (x + 3)? _1
1 5/4

1
V5/4

Las asintotas son y = + (x +3) + 3/2. La interseccion con los ejes son y ~ —1.363, y = 4.363, x ~ —4.25

y x = =1.75,

2.2.12 ') Se trata de una hipérbola.
+1)?

La ecuacién canénica es (x — 1) — % =1.

e Centro (1,-1),

° a2:lyb2=9,

e 2=1+9 = c=VI0,
e Focos (1+V10, —1).

e Asintotas: y = i%(x -1)-1.
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2.2.13 Vy@

10
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@. BTN Este material se distribuye bajo licencia Creative Commons "Atribucién-

NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional” (CC BY-NC-ND 4.0) (ver; https:
//creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es)

Citar como:

Walter Mora F. Cdlculo en Varias Variables. Visualizacién interactiva. (2019) 2da ed. [ebook] Cartago,
Costa Rica. Revista digital, Matemdtica, Educaciéon e Internet. https://tecdigital.tec.ac.cr/
servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/.

Revisado: Julio, 2022

Versién actualizada (correcciones, nuevos ejemplos
y egjercicios) de este lbro y las aplicaciones CDF:
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/

http://www.matematicainteractivacr.com/
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