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1.1 Introduccion.

Las secciones cénicas son curvas se pueden obtener como curvas de interseccién entre un plano y un cono.
Las cénicas “propias” son la parabola, la elipse y la hipérbola. La circunferencia es un caso especial de
elipse.
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Circulo Elipse Pardbola Hipérbola

En coordenadas rectangulares, una cénica tiene “ecuaciéon general”
Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:O

Usando la teoria de formas cuadraticas podemos obtener un criterio para identificar (o “clasificar”) las
conicas a partir de su ecuacion general.

Teorema 1.1

Sea C la cénica de ecuacion A x>+B xy+Cy?+D x+Ey+F = 0.Si A = 4ACF-AE?>-B2F+BDE-CD?,
entonces

a.) si BZ—=4AC =0y A # 0, tenemos que C una parédbola.
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b.) si BZ-4AC <0y A # 0, tenemos que C una elipse.

c.) si B2—4AC >0y A #0, tenemos que C una hipérbola.

Lugares geométricos. Informalmente, un “lugar geométrico” es el “rastro” o la “huella” que deja un punto
que se mueve de acuerdo a una ley especificada. En lo que a nosotros concierne, usaremos esta definicion:
Un “lugar geométrico” es el conjunto de todos los puntos (usualmente los puntos de una curva o una
superficie) que satisfacen algtn criterio o propiedad.

Ejemplo 1.1 (Lugar geométrico).

Una circunferencia en el plano es el lugar geométrico
de los puntos que equidistan de un punto O llamado
“centro”. 0O .

YA

Nos interesa la ecuacién en coordenadas rectangulares de
la curva que se forma: Una circunferencia de radio a
estd formada por todos los puntos (x,y) que estan a
una distancia “a” del centro O = (h, k). Entonces ' h

=Y

Figura 1.1: Lugar geométrico

Iy -(hkll=a = Vx-hP+@y-k?=a

— (x-h?+@y-k?=d?

Laecuacién (x—h)?+(y—k)? = a” eslaversiéon en coordenadas rectangulares para una circunferencia
de centro (h, k) y radio a.

1.2 La Parabola

Definicion 1.1 (La parabola como lugar geométrico).

En un plano, una parabola es el lugar geométrico de todos los puntos Q equidistantes de un
punto fijo F (llamado foco) y de una recta fija ¢ (llamada directriz) que no contiene a F, es decir,

d(Q; F) = d(Qr e)
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Wolfram CDF Player

Directriz
A 14

Figura 1.2: Parabola

Directriz, eje, vértice y foco. La recta que pasa por el foco F y es per-
pendicular a la directriz { se llama “eje” o “eje de simetria”. El punto
de la parabola que esta sobre este eje transversal se llama vértice y lo
denotamos con V. Por la definicién de la pardbola, el vértice esta a la
misma distancia de la recta { y del Foco. Esta distancia la denotamos
con p

Ecuacion candnica.

En coordenadas rectangulares, una parabola tiene ecuacién general

Ax*+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F=0 conB>~4AC=0y A#0

Si B #0, el “eje focal” no es paralelo al eje X nial eje Y. En este caso, la parabola presenta una rotaciéon
respecto a estos ejes. La rotacién se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X', Y”) haciendo un cambio
de variable (ver apéndice A del libro base ).

Si B =0, la cénica estd en posicion estdndar y la directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y.

Pardbola en posicion estandar: Directriz paralela al eje Y Y}

(o eje focal paralelo al eje X). Si la directriz es paralela al
eje Y ysi V = (h, k), entonces hay dos posibilidades: la
parabola abre a la izquierda o abre a la derecha.

En el caso de que la pardbola abre a la derecha, el foco es
F=(h+p,k)

Los puntos Q = (x,y) de la parabola satisfacen d(Q,F) =
d(Q, ©), es decir,
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Vx-h-pP+@y-k? = x-h+p

(x=h=p)>+(@y-k7

1
=
[
=
+
=

N

(y-k? = 4p(x—h)y

Como p > 0, entonces x > h como se espera. Asi, sila pardbola abre hacia la derecha, su ecuacion candnica
es
(y—k)*> =4p(x —h) con p > 0.

En el caso de que la pardbola abra a la izquierda, el foco es F = (h — P, k). Los puntos Q = (x,y) dela
parabola satisfacen d(Q, F) = d(Q, L). Procediendo como antes,

Vx—h+PP2+(y-k?2 = x—h-p = (y—k)?=4p(x—h) conp = —p.

Como p = —p, el foco es F = (h + p, k) nuevamente.

En ambos casos, la ecuacién simplificada es (y — k)> = 4p(x — h) donde P = [p|. Con esta notacion, si
p > 0, la parabola abre a la derecha y si p < 0, la pardbola abre a la izquierda. Esta ecuacién es llamada
ecuacion canénica o natural. Esta ecuacion es especial pues contiene la informacion del vértice, el foco y la
directriz.

Pardbola (y — k)2 = 4p(x — h)

Wolfram CDF Player

Y Y 9,

? A p>0; p=p
y y
k k
l l
Compamr|o v

Figura 1.3: Parabola con directriz £ : y = h —p, paralela al eje Y.
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Ecuacién canénica de la pardbola (y — k)2 = 4p(x — h)

Wolfram CDF Player
4
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Figura 1.4: Parabola con directriz £ : y = h —p, paralela al eje Y.

Hallar la ecuacién canénica, el vértice, el foco y la directriz de la parabola cuya ecuacion es
y? — 6y —2x + 17 = 0. Ademas realice la gréfica.

Solucion: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar cuadrados.

yr-6y—-2x+17 = 0

2
—6 62
— -—=2 17 =
(y+ ) 11 X + 0

(y-3-9-2x+17 = 0

y=-3° = 2(x-4)
e ElvérticeesV = (4,3)ycomo 4p =2 = p = YA /
1/2>0.
e La pardbola abre hacia la derecha y tiene el foco en o F
F=4+1 3). T~ G
| |
e Ladirectriz es la recta de ecuacién £ : x =4 - 3. La i :
gréfica se muestra en la figura. '
| |
| |
o
S35 445y

Figura 1.5: Parabola (y — 32 =2 (x - 4)
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Ejemplo 1.3

Para determinar p usamos el hecho de que el punto (0, 3)
estd en la pardbola y, por tanto, satisface la ecuacién: Susti-
tuyendo x = 0 y y = 3 obtenemos

Hallar la ecuacién canénica de la parabola con vértice en (-1, 2) y que contiene los puntos (0, 3) y
(0,1). Indique las caracteristicas principales y realizace la representacién gréfica.

Solucion: Es conveniente hacer un dibujo y representar los
datos. De acuerdo a la figura a al derecha, lo que tenemos
es una pardbola que abre a la derecha y su ecuacién seria

(y-27=4p(x+1)

| =

(3-22=4p(0+1) = p=

)

4

La ecuaci6n de la pardbola es (y —2)* = (x + 1)
Observe que el otro punto (0, 1) solo lo usamos para establecer que la parabola abre a la derecha.

Caracteristicas principales:

Vértice (—1,2)

1
F -1+-,2
oco( +4, )

1
Directriz: La recta vertical x = -1 — 1

Interseccién con el eje X en x =3

Interseccién conelejeYeny=1y y=3

Pardbola en posiciéon estandar: Directriz paralela al eje X. De manera andloga al caso anterior, si la
directriz es paralela al eje X (o el eje focal es paralelo al eje Y), entonces la ecuacién canénica de la parabola

es

(x—h)* =4p(y - k)

de tal manera que si p > 0, la parabola abre hacia arriba y si p < 0, la pardbola abre hacia abajo. En
resumen, si la directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y, y si el vértice es V = (h, k), la ecuacion
canonica es
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Ecuacién canénica de la pardbola(x — h)? = 4p(y — k)

Wolfram CDF Player

Compamr\o Sy

Figura 1.6: Parabola con directriz { : y = k — p, paralela al eje X.

Ejemplo 1.4

Hallar la ecuacién candnica, el vértice, el foco y la directriz de la pardbola cuya ecuacién es
2x2 — 4x — 2y — 4 = 0. Ademas realice la gréfica.

Solucion: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar cuadrados.

X% —4x-2y-4 = 0

2
—4 42
2(X+ﬁ) —m—Zy—él = 0
2(x—1%-2-2y—4 = 0
x-17% = (y+3)

e ElvérticeesV=(1,-3)ycomo4p=1 = p=1/4>0.

e Laparabola abre hacia la derecha y tiene el focoen F = (1, -3 + 1).

e La directriz es la recta de ecuacién {: y = -3 - %.
e Intersecciéneje X: 2x>—4x—4=0 = x = 1+V3

e Intersecciéneje Y: -2y—-4=0 — y=-2

La grafica se muestra en la figura.

Figura 1.7: Parabola (x — 1% = (y+3)
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Hallar la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (-2, 4) y foco en (-2, 3). Realizar la grafica.

Y
Solucion: Dado que el vértice y el foco tienen igual abscisa, P ! A
el eje de la pardbola es vertical, ademas las distancia entre el v
foco y el vértice es |p| =1 y como abre hacia abajo, p = —1. 14
Entonces la ecuacion candnica es, F v‘p‘ -

—

(x + 2)2 =—4(y—4)

La directriz es la recta y = 5. La grafica se muestra en la
figura.

><Y

1.3 Ejercicios

1.3.1 Determine la ecuacién canénica de las siguientes pardbolas,
a.) y=2x>—4dx+1.

b.) -9y>-8x-3=0

c) Yy +2y—4x=7

d) x2+2x-2y+5=0

e) x2-y+2=0

1.3.2 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (1, 3) y foco en (2, 3).

1.3.3 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con eje focal paralelo al eje X y que pasa
por los puntos (0,0), (-1,2) y (-2,-2)

1.3.4 Determine la ecuacién canénica de la parabola con vértice en (-1,1) y directriz y = 0.
1.3.5 Determine la ecuacién canénica de la parabola con foco en (3,4) y directriz x = 7.

1.3.6 Determine la ecuacién candnica de la parabola con vértice en (2,3), eje focal paralelo
al eje Y y que pasa por el punto (4, 5).
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1.3.7 Determine la ecuacién canénica y el foco de la pardbola (o las pardbolas) que satisfacen
simultaneamente las siguientes condiciones:

a.) vértice en (2,0),

b.) contiene al punto P = (8,b) conb > 0,
c.) la distancia de P a la directriz es 10,
d.) eje de simetria paralelo al eje Y.

1.3.8 Determine la ecuacién canénica y realice la representacion gréfica (incluye foco e inter-
secciones con los ejes) de la pardbola con vértice estd en (5,-2) y cuya directriz es la recta de

. 47
ecuacién x = -

1.3.9 Hay fres pardbolas que satisfacen simultdneamente las condiciones que siguen. Deter-
mine la ecuacién canénica de cada una de estas parabolas y el valor de b en cada caso.

a.) Vérticeen (2,0),
b.) contiene al punto P = (b,8) con b > 2,

c.) la distancia de P a la directriz es 10.

1.3.10 En la definicién de la pardbola como un lugar geométrico se indica que el foco no esta
en la directriz. ;Qué pasa si el foco estd en la directriz?

A

b
1.3.11 Verificar que el vértice de la pardbola y = ax? + bx + ¢ es el punto (—E, _E) .

1.3.12 Determine la ecuacién del lugar geométrico de los puntos Q del plano XY tales que
equidistan del punto (2, 3) y de la recta de ecuacién x = 4.

1.4 La Elipse

Definicion 1.2 (La elipse como lugar geométrico).

En un plano, una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos Q cuya suma de distancias a
dos puntos fijos, F; y F2, (llamados focos), es constante (una constante mayor que d(Fq, F2)). Sila
suma es la constante 2a, con 2a > d(F1, F), entonces

d(Qr Fl) + d(Ql FZ) =2a
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Parabola como lugar geométrico: d(Q,F;)+d(Q,F,) = 2a con 2a > d(F|,F,)

n
& U & Wolfram CDF Player

S
d(Q,F1)4d(Q,F2) 4+4. 8 )

Compartir|o oy E"

Eje menor, eje mayor, centro y vértices. Suponga-
mos que los focos de la elipse son F; y F,. Ademas, A
d(Q,F1) + d(Q, F2) = 2a con 2a > d(Fy, Fp). La recta que
pasa por los focos se llama eje focal. Este eje focal corta a la
elipse en dos puntos Vi, V, llamados vértices. El segmento
de recta que une los vértices se llama ¢je mayor. El punto
en la mitad del eje mayor se llama centro de la elipse. El eje
normal es el eje que pasa por el centro y es perpendicular al
eje focal. Este eje normal corta a la elipse en dos puntos A y
A’. El segmento que une estos dos puntos se llama eje mmernor.

De acuerdo a la definicion de la elipse, la distancia entre
los vértices es 2a y cada vértice estd a una distancia de a
unidades del centro.

Si la longitud del semieje menor es b, entonces como el
tridngulo AF1AF; es isésceles, entonces d(A,F;) = a y se
obtiene que la distancia de cada foco al centro es ¢ con
c? =a?-b2

Ecuacion canénica.
En coordenadas rectangulares, una elipse tiene ecuacién general
AX? +Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F=0 con B> —4AC < 0 y A#0

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En este caso, la elipse presenta una rotacién
respecto a estos ejes. La rotacién se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X’, Y”) haciendo un cambio
de variable (ver apéndice A del libro base).

Si B =0, la cénica estd en posicion el oje focal es paralela al eje X o paralela al eje Y.
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Elipse en posicion estandar: Eje focal paralelo al eje Y. En Y A
este caso, si el centro es (h, k), entonces F; = (h,k+¢c) y k+cd
F» = (h, k —¢). Los puntos (x,y) de la elipse satisfacen

d((X, y)z Fl) + d((X, y)/ FZ) = 2aq, ke

es decir,

VEx-n2+y—k+cP+y(x-h2+@y-k-cP=2a boes

Ahora simplificamos la ecuacién,

2

2
\/(x—h)2+(y—k+c)2) (Za—\/(x—h)2+(y—k—c)2

@ —cly-k) = aylx-hP+y-k+c?

elevamos al cuadrando,

at+2a%c(y-k) +cty-k)* = a’(x—h)?+a%(y —k)?+2a’c(y - k) + a’c?,

sustituyendo c? =a%-b?,

—h 2 —k 2
b2y —Kk? = a®(x-hP-a?b? = (x—h) N (y-k° _ 1
b2 a?

x-h?  @y-k?
+
2 a2
informacion para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c, focos y vértices.

La ecuacién simplificada =1, se le llama ecuacion canonica o natural. Contiene toda la

Eje mayor paralelo al eje X. En este caso, si el centro es
(h, k), entonces F; = (h—c, k) y F, = (h+¢, k). Los puntos
(x,y) de la elipse satisfacen

d((X/ y)/ Fl) + d((X, y)/ FZ) =2aq,

es decir,

|
! |
: \ :
Vix—h+c)2+(@y—-k2+y(x-—h—-cP+(y-k?=_2a. . s —
h+c
Figura 1.8: Elipse con eje mayor paralelo al eje X

(x-h?* (y-k?
a2 * b2
candnica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, la longitud

c, focos y vértices. En resumen,

Como antes, la ecuacién simplificada queda = 1. A esta ecuacioén se le llama ecuacion
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Elipse sin rotacién. “a” es la longitud del semieje mayor

Wolfram CDF Player

(x=h)? W=k’ _, 9,

a? b2

=<
~

I S
"h PT»IFQ

- po k—cCeé-——
Lo [ ! _
X oo

"/ h—c h htc N

h—a h+a

Compartir|6 K 4

Elipse sin rotacion. “a” es la longitud del semieje mayor

Wolfram CDF Player

(@=h? =k _, 9,

a? b2

A

h+c "\
h—a h+a

Compartir | ) (5 W

Circunferencia de radio a. Formalmente, la curva que delimita un circulo se llama circunferencia. Por
abuso del lenguaje se habla de un “circulo de radio a”. La circunferencia es un caso especial de elipse en
la que los focos son iguales y coinciden con el centro de la circunferencia. En este caso, a®> = b = a?. Por
lo tanto, la ecuacién de la circunferencia de un circulo con centro en O = (h, k) y radio a, es
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(=P (y=KP

> > = 1 otambién (x —h)> + (y—k)? = a?
a a

13

h

>
X

Figura 1.9: Circunferencia de radio a centrada

en (h, k)

Ejemplo 1.6

los vértices, los focos y el centro.

Solucion: Para hallar la ecuacién canénica debemos
completar el cuadrado de la expresiéon en ambas
variables x e y.

2 +y?>-8x+4y—-8 = 0
4x? —8x+y*+4y-8 = 0

4(x—-1)2+@y+27? = 16

x-17 (y+2)
+ =1
4 16

El centro es (h, k) = (1, =2). La elipse tiene eje mayor paralelo al eje Y.

e Como a>=16y b*>=4, entonces a=4y b =2.

Las intersecciones con los ejes son y ~ —5.46, y ~1.46, x ~ -0.73 y x = 2.73.

Hallar la ecuacién canénica de la elipse 4 x* +y> — 8 x + 4y — 8 = 0. Realizar su grafica identificando

Ahora, ¢2=16-4 = ¢ = V12. Los focos son (1, -2 + V12) y los vértices son (1, -6), (1,2).

Determine la ecuacién canoénica y las caracteristicas mas importantes de la elipse cuyo eje mayor

tiene extremos (—=3,5) y (7,5) y cuyo eje menor tiene extremos (2,2) y (2,8).
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Solucion: El centro es el punto medio entre (-3,5) y (7,5),
es decir, (2,5). El semieje mayor mide a = 5 y el semieje
menor mide b = 3.

e Como el eje mayor es paralelo al eje X, la ecuacién cano-
nica es,
(=27 (=59 _

1.
25 9

e Como c%2=25-9, entonces ¢ = 4 y los focos son (2 +
4,5). Los vértices son (2+5,5). Las intersecciones con el eje
Ysony~225yy=7.75.

14

Ejemplo 1.8

Determine la ecuacién candnica de la elipse con focos en (2,5) y (2,3) y que contiene al punto

(3,6). Realizar la grafica.

Solucion: Por la posicién de los focos, el eje mayor es paralelo al eje Y. Ademds también dedu-

cimos que el centro es (h, k) = (2,4) y que ¢ = 1. Como ¢

Hasta ahora tenemos que la ecuacién canénica es

(=27, (y=47 _

b? a? 1

Como b% = a®> -1 y como la elipse contiene al punto (3,6),
este punto satisface esta ecuacion, es decir,

(3-2)2  (6—4)?
b? * a?
1 4

+— = 1 = a?=3+5.
a2-1 a?

= 1,

(=27 (y-47

2

Como b% = a2 -1 > 0, la tinica solucién es

son y = 3.46, y =~ 4.54.

2+v5  3+45

= a% - b?, tenemos b% = a? - 1.

<Y

= 1. Las intersecciones con el eje Y
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Ejemplo 1.9

Determine la ecuacién de la circunferencia de radio 2 con Y A
centro en el vértice de la pardbola de foco (1, -1) y directriz
x = —=3. Realizar la grafica.

Solucion: Como el vértice de una pardbola estd a la mitad del
camino entre el foco y la directriz entonces (h, k) = (-1, -1).
La ecuacion de la circunferencia es

(x+1)2+(y+1)7? =4

Las intersecciones con el eje X son x =% -2.73 y x ~ 0.73.
Las intersecciones con el eje Y son y ~ -2.73 y y = 0.73.

1.5 Ejercicios

YA

1.5.1 Considere la elipse a la derecha. Si se L
sabe que el punto (-1/2, 5/4) estd en la elipse, 4
determine su ecuacién canénica, sus focos y sus
vértices.

1
______ -9 —
4

<Y

® 1.5.2 En cada caso, obtener la ecuacién canénica de la elipse.

(y-1?  5x+2? _

. 2
) = 3
X2 x yz
b.) E+§+Z+y+1_0
X2 vy
c.) Z+X+E+§+1—O
2

d.) x2+y7—2y+1:0
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1.5.3 Considere la cénica 4x? +y? — 16x — 6y + 21 = 0. Realizar su gréfica identificando los

vértices, los focos, el centro y la interseccién con los ejes.

1.5.4 Determine la ecuacioén de la elipse cuyo centro estd en el origen, contiene al punto
(—=1,3) y uno de sus vértices es (0,5). Realizar la gréfica.

1.5.5 Determine la ecuacién canénica de la elipse con vértices en (3, 1), (3,9) y eje menor de
longitud 6. Realizar la gréfica.

1.5.6 Determinar la ecuacién canénica de la elipse si se sabe que es tangente a los ejes en el
primer cuadrante y uno de sus vértices es (8, 2).

1.5.7 Determine la ecuaciéon candnica y los demds elementos de la elipse con centro en (0, 0),
eje mayor horizontal y los puntos (3,1) y (4, 0) estan en la elipse.

1.5.8 Determine la ecuacién canénica y los demés elementos de la elipse con centro en (2,1),
longitud del eje menor 2 ul y eje mayor vertical y de longitud 6 ul.

1.5.9 Hallar la ecuacién canénica y los demds elementos de la elipse que tiene un vértice y
un foco en comtin con la pardbola y? + 4x = 32 y que tiene su otro foco en el origen.

1.5.10 Determine la ecuacién canénica y los demds elementos de la elipse cuya suma de
distancias a los puntos (+3, 0) es 16.

1.5.11 Considere la cénica de ecuacion 9y? + 16x? + 54y — 64x + 1 = 0. Verifique que se trata
de una elipse e indique sus caracteristicas principales.

1.5.12 Se tiene un circulo inscrito en un cuadrado tal y como se muestra en la figura que
sigue. Determinar el radio.

1.5.13 Considere la cénica C de ecuacién x*> — 4x + 8y + 12 = 0. Determine la ecuacién
canonica y las caracteristicas mds importantes, de la elipse que cumple simtltaneamente con las
siguientes condiciones,
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a.) Su centro coincide en el vértice de la conica C
b.) La distancia entre sus focos es 4 y estdn en la recta x = 2

c.) La distancia de un foco al vértice mas cercano es 3

1.5.14 Determine la ecuacién canénica de la elipse que satisface simultdneamente las siguien-
tes condiciones:

a.) El vértice Vi de la elipse coincide con el foco de la parabola de ecuacién (x —2)> = —4y + 24.

b.) Elvértice V> de la elipse coincide con el centro de la hipérbola de ecuacion x? —4x—y?+2y =
-2.

c.) La elipse contiene el punto (1, 2).

1.5.15 En la definicién de la elipse como un lugar geométrico se indica que 2a > d(Fy, F2).
¢Qué pasasi 2a < d(Fq, Fp)?
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1.6 Solucidn de los ejercicios

1.3.1 ')

1
a.) 2x2—4x+1:y:>2(x—1)2:y+1:>(X—1)2:§(y+1)-

8 3
b) yz = —§(X + g)

) (yY+1)2=4(x+2)
d) (x+1)2=2y-2)
e) x*=(y-2)

1.3.2 'j El vértice es (h, k) = (1,3). Por la posicion del foco se deduce que el eje es paralelo al
eje X y la pardbola abre hacia la derecha. Entonces la ecuacion canénica es (y — 3)> = 4p(x — 1). Como

p=1/(2,3) = (1,3)|| =1, la ecuacién canénica es (y —3)? = 4(x — 1).

1.3.3 '} La ecuacién canénica es de la forma (y — k)? = 4p(x — h). Como contiene los tres

puntos, entonces
0-k? = 4p(0-h)

1 2 1
2-%? = 4p(-1-h) = h= T pz—gykz 3
(2-k? = 4p(-2-h)
1\’ 2 1
Por tanto, la pardbola es (y - 5) =4. 3 (x - ﬂ)
1.3.4 ') Como (h,k) =(-1,1) y p =1, entonces (x +1)* =4(y - 1).
1.3.5 ') La ecuacién es (y — k)?> = 4p(x — h) y abre a la izquierda. El vértice es (h, k) = (5,4) y
p = —2. Entonces la ecuacién canénica es (y —4)> = —8(x — 5).
1.3.6 '3 (x —2)2 =2(y - 3).
1.3.7 ') De acuerdo a d.) la parabola abre hacia arriba o hacia abajo. Por la posicién del vértice

y el punto (8,b), solo podria abrir hacia arriba. El vértice es (h, k) = (2,0) por lo que lo que la ecuacién
de la parabola es (x — 2)? = 4p(y — 0); p > 0.
La directriz es y = k —p = —p. Para determinar p y b tenemos dos datos

e La distancia de (8,b) ala directriz es 10, es decir b +p =10

e Elpunto (8,b) estd en la parébola, es decir, (8 —2) = 4p(b)

b = 10-p
36 = 4pb = 36=4p(10—p) = 36—40p +4p> =0
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Conloque p=1 o p =9. Por lo tanto, las pardbolas que cumplen estas condiciones son (x — 2)? = 4y
(cuando b =1) o (x —2)? = 36y (cuando b = 9). Ambas pardbolas se muestran en la figura que sigue.

“p Y y— —p
)

2 \\‘
1.3.8 §® (y + 2)2 =4. _§(X _ 5) 2 ) ‘!\;\3\
3 /

_—
"
/)’

1.3.9 ﬁ@ El vértice es (h, k) = (2,0). Como b > 2, la pardbola solo podria abrir hacia arriba o

hacia la derecha.

e Siabre hacia arriba, la ecuacién canénica es (x—2)? = 4py. En este caso,como 8+p =10 = p =2
y entonces b = 10. En este caso tenemos la paré]bola (x —2)? = 8y.

e Siabre hacia la derecha, la ecuacién canénica es y> = 4p(x — 2). En este caso, como la directriz tiene
ecuacion x = 2 — p, tenemos

b-(2-p) = 10 8 b= 2 b=
{ 64 4p(b—2) = p=§, b=4o0p=2, b=10.

Las tres pardbolas son (x —2)? = 8y; y?=32(x—2) y y> = 8(x - 2).
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1.3.10 ﬁ Si el foco estd en la directriz tendrifamos una recta (una cénica degenerada).
1.3.11 ﬁ Completando cuadrados obtenemos
ax’> +bx + ¢ — = ax+£2—b—2+c—
vo= 2a 4a Y
2 2
b -b? + 4ac b A
= +— —y = +—| -— - A = b? — 4ac.
a (x 2a) ia a (x Za) 1, Y st ac

b\’ 1 A b A
2 -y = i = = = Arti - =
Entonces, ax* +bx+c—-y=0 = (x+ 2(1) (y + 4a) y el vértice es ( 2 4a)'

1.3.12 ') Se trata de una parédbola con foco en (2, 3) y directriz con ecuacién x = 4. Por lo tanto,

la pardbola tiene vértice en (3,3) y abre hacia la izquierda. Su ecuacién es (y —3)? = —4(x — 3).

-« (x+1)?  (y-5/4?%
1.5.1 '3 4 + 1 =1.

1.5.2 ')

(y-17  x+27 _

a.) 1 g 1

SENLES RS

c) (x J; 27y Ir64)2 _1
_9)2

d) x>+ % =1

1.5.3 ') La ecuacién canénica la obtenemos completando cuadrados.
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(y-37  x-27 _

1.
4 1

Ecuaciéon canonica:

Centro: (h, k) =(2,3)

a?=4,b2=1yc=V3

Focos: (2, 3 + V3)

No hay interseccién con ejes.

1.5.4 ') Los datos los podemos representar en la figura de la derecha.

Como el centro es (h, k) = (0,0), entonces la ecuacion es

2 2
X_+y_:1
b2 a2

Esto es asi pues el vértice (0,5) nos indica que el eje mayor
estd (en este caso) sobre el eje Y.

Ahora, como (0,5) es un vértice y el centro estd en (0,0), se sigueque a =5y

Yy
iy M |
bz 25
Por otra parte, como (—1,3) estd en la elipse
_12 32
12 .
bz 25
y . 225 . ‘o .
de aqui, despejando, obtenemos b“ = e Finalmente, la ecuacién canénica de la elipse es
2 2
7;—5 + 123—5 =1
16
1.5.5 '} El eje mayor de la elipse es paralelo al eje Y. Como la longitud del eje menor es de 6

unidades, entonces b = 3. Como los vértices estan en (3, 1) y (3,9), entonces el centro es (h, k) = (3,5) y
por tanto a = 4. La ecuacién canénica es

(=3P  (y=5° _

1
9 16
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La gréfica de la elipse se muestra en la figura de la derecha. Solo hay una interseccién con el eje Y en
y=>5.

1.5.6 ') La elipse se puede ver en la figura de la derecha.

Como la elipse es tangente a los ejes en el primer cuadrante,
el otro vértice debe ser (0,2) (su eje mayor no puede ser
paralelo al eje Y pues su semieje menor seria de 8 unidades
y el mayor de 1 unidad!). Luego, (h,k) = (4,2), a=4y
b = 2. La ecuacién canoénica es

(=47, (=27 _

16 4 L

1.5.7 '3 La elipse se puede ver en la figura de la derecha.

Segun los datos, (h,k) = (0,0) y (4,0) es el vértice de la
derecha, entonces a =4 y (3, 1) satisface la ecuacién de la

elipse:
2 12 1
%6 + = 1 = b2= 76 La ecuacién canénica es
2y
—+==1
16
16 ®
e Centro: (h, k) =(0,0),
e B
=\ 5
e focos: (0= ?,O),
e vértices: (4,0) y (—4,0).
Y (y-1)7? _
1.5.8 '3 (x=2) 5= 1.
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e Centro: (h, k) =(2,1),
e c=18,
e focos: (2,1= \/§)

e vértices: (2,1 3).

1.5.9 ') La elipse se puede ver en la figura de la derecha.

La ecuacién candnica de la parabola es y? = —4(x — 8). De
esta ecuacion se obtiene el otro foco y un vértice derecho de
la elipse. La ecuacién canénica es

(x — 3.5)?

2
152 +y§:1‘

e Centro: (h, k) =(3.5,0),
e c=35,
e focos: (0,0) y (7,0),

e vértices: (—1,0) y (8,0).

2 2
1.5.10 '3 La ecuacién candnica es 2—4 + 1;—5 =1

e Centro: (h, k) =(0,0),
e (C= 3,
e focos: (+3,0),

e vértices: (8,0).

(=27 (y+37

1.5.11 '3 La ecuacién canoénica es 9 6 - 1. Por lo tanto es una elipse.
e Centro: (h, k) =(2,-3),
[ J c = \/7,
e focos: (2,-3 + \/7),
e vértices: (2,-3 +4).
1.5.12 ') Si consideramos los lados del cuadrado como ejes coordenados, el circulo inscrito es

un circulo con centroen (1, 1) y (x,y) = (3,4) es un punto en la circunferencia.
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Por lo tanto,

(x—h)* + (y - k)? 7,
(3—T)2+(4—T)2 2
r = 7-2V6~21
r = 7+2V6~11.8

Il
-*
N

Como T < 4 entonces T = 7 — 2V6.

1.5.13 '3

a.) C esuna pardbola de ecuacién canénica

(x—2)> = -8(y +1).

b.) Centro de la elipse (2,-1)

¢) d(f;,F)= 4 = 2c=4 = c=2
d) d(F;,V1)=3 = a-¢c=3 = a=5
e.) b2=21

f.) Ecuacién canénica de la elipse:

(x — 2) +(y+1)2 B
21 25

1

g.) Vértices (2,4), (2,-6).

h.) Focos (2,1), (2,-3).

1.5.14 '3

De la informacién que nos dan deducimos:
e Elfoco dela pardbola (x —2)? = —4(y —6) es V4 = (2, 6-1) =(2,5) pues p = —1.
e Elcentro de la hipérbola (x —2)> = (y—1)>=1es V, = (2,1).
e Los vértices nos indican que la elipse tiene centro en (h, k) = (2,3) y su ecuacién candnica es

(x-2?° (-39 _

02 P 1.

e Como la elipse contiene el punto (1,2),

(1-2? (2-37
b2 i 22

4
=1 = b>=_.
3

24
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(x-2P =37 _,
Laecuacion candnicadelaelipsees 4 * 2 T

3

1.5.15 \'3@

25

>
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