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16.1 Flujo través de una superficie S

Campos escalares y campos vectoriales.

Definicion 16.1

Sea U € R™ un conjunto abierto. Una aplicacién f: U — R se denomina campo escalar o funciéon
escalar. Una funcién f: U — R™ se denomina campo vectorial.

Ejemplo 16.1 (Representacion grdfica).

Una manera de visualizar el campo graficamente es anclar en cada punto (x,y) el respectivo vector
F(x,y) (se traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que
el punto quede en el medio del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En
general, la representacion gréfica se hace anclando el vector de esta segunda manera y escalando el
tamario de los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan sobre los otros, para tener una
mejor vizualizacién de la direccién de “flujo” del campo vectorial. Asi lo hace el software (como
Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, Consideremos el campo F(x,y) = (—y,x). En la figura a.) se dibujan dos vectores
anclados en el punto, en la figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y
en la figura c.) se hace la representacion gréfica del campo escalando los vectores, tal y como se
acostumbra.
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Figura 16.1: Campo F(x,y) = (-y, x)

Ejemplo 16.2

Representacion gréfica del campo vectorial Fi(x,y) = (2x, 2y) y del campo vectorial F»(x,y) =
(—y, x) sobre la circunferencia x* + y? = 1. Observe que si z = x> +y? entonces Fy(x,y) = Vz, por
eso los vectores son perpendiculares a esta circunferencia (la curva de nivel z = 1).

Figura 16.2: F; sobre x2 + yz =1. Figura 16.3: F, sobre x% + y2 =1.

Ejemplo 16.3

En la figura 16.4a.) se presenta la representacion grafica del campo vectorial F(x,y) = (seny, senx)
y su paso sobre la curva C de ecuacién (x —h)? + (y — k)> = 1. En al figura 16.4b.) se presenta la

representacion gréfica del campo vectorial F(x,y,y) = (—y,x,xy) y su paso sobre la superficie S
de ecuacién z =2 — (x — 1)? — (y — 1)2.
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F(z,y) = (= (seny, senx)) sobre C: (v —h)*+ (y—k)*=1 H— oo m
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Figura 16.4: Campos vectoriales y su paso por una curva y una superficie

Flujo a través de una superficie

Supongamos que tenemos una regién plana S y queremos determinar la cantidad de “fluido” a través de
S (se supone que el fluido puede atravesar la superficie sin ninguna resistencia). La cantidad de fluido es
“densidad por el ‘volumen’ que ocupa”. Si el flujo se mueve con velocidad constante V, entonces durante
un intervalo de tiempo At llenara un paralelepipedo de base S y “extensién” (arista) AtV. El volumen
de este paralelepipedo es “area de la base” AS por “altura”, la altura h se calcula con la norma de la
proyecciéon de V sobre el vector normal unitario a S, denotado N. Como se sabe, h = [[(AtV - N) N|| =
AtV - N, entonces
Volumen del paralelepipedo sobre S es V- N AS At

Wolfram C;F Player 4 4V
J -
4
4
4

Figura 16.5: El fluido sobre S llena un paralelepipedo

Si el fluido tiene densidad p, la masa del fluido es AM = pV - N ASAt. La densidad del fluidoes F=pV
y el flujo total es 1a masa de fluido que pasa a través de S en una unidad de tiempo: F-N AS kilogramos
por segundo.

Ahora digamos que tenemos una corriente de fluido en el espacio con velocidad V(x,y,z) y densidad
(masa por unidad de volumen) p(x,y,z) en cada punto (x,y, z). El vector densidad de flujo

F(x,y,2) = V(x,y,2)p(x, y, 2)
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tiene la misma direccién que la velocidad y nos dice cudnta masa de fluido circula por el punto (x,y, z)
en la direccién de V(x,y, z), por unidad de drea y de tiempo.

Para sugerir una definicion razonable de cémo medir la masa total de fluido que atraviesa una determinada
superficie S enla unidad de tiempo, se considera la superficie S parametrizada por r(u,v) en una regién
rectangular D. Sea N el vector unitario normal que tiene la misma direccién que el producto vectorial

fundamental,
or or
du Bv
N=_Ju Jdv (16.1)
or or
ou ov

Para medir la cantidad de fluido que pasa a través de S en la unidad de tiempo y en “la direccién” de
N, se descompone el rectingulo D en m subrectdngulos D1, Dy, ..., Din. Sean S1, Sy, ..., Sy las corres-
pondientes porciones de superficie en S. Llamamos ASy ala k—ésima porciéon Si. Sila densidad p yla
velocidad V son constantes en Sy y Sy es suficientemente plana, el fluido que atraviesa Sy enla unidad
de tiempo ocupa un paralelepipedo con base Sk y eje determinado por el vector velocidad V.

Wolfram CDF Player

—_ Avk

Ater N
ou

Figura 16.6: El fluido sobre Sy ocupa un paralelepipedo

or or
_X_

3 < v Auy Avy, el fluido sobre Sy ocupa un paralelepipedo de volu-

Como el &rea de Sy es ASy = ‘

men (base por altura),

or or
_X_

Auy A
ou ov e BVic

ASka-N=F-NASkzF-N‘
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Figura 16.7: El fluido sobre Sy en “direccién” de N Figura 16.8: El fluido sobre Sk en contra la “direccién” de

N
16.2 Integral de flujo.
m
La discusién anterior sugiere que la suma ZF -N ASy puede ser una aproximacién aceptable de la masa
k=1

total de fluido que atraviesa Sy en la unidad de tiempo.

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

Figura 16.9: El flujo neto, por unidad de tiempo, es la suma de los flujos (volimenes de los paralelepipedos)

Si F es la densidad de flujo de una corriente de fluidoy N es el vector unitario normal a S definido por

or o
_ ou_ ov
lor  arl/
‘a PX

entonces la masa total de fluido (fluido neto) que pasa por S por unidad de tiempo “en la direccién” de
N es
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or _or
ﬂ F-NdS = ﬂF(r(u v)- ‘gtfxi ‘gﬁ g dA = HF(r(u V) o az dA

X
ou ov

Orientacion. Nuestra expresion para el flujo total lleva implicita la escongencia de uno de los dos vectores
normales unitarios. Escoger un vector unitario para la regién S es equivalente a “orientar” la regién
(como veremos md adelante). Esta escogencia de N decide el signo de F-N. En lo que sigue, siempre

or Or
ETRARY
vamos a escoger N = 2%V
or o
ou Oov
Wolfram CDF Player
N | N
F F

f ___J /| S __‘

[ [V A \A

F-N>0 F-N<O0

Figura 16.10: S se orienta con N. jf F - N dS calcula el flujo neto en “la direccién” del N escogido

En las aplicaciones es frecuente convenir en cudl N se escoge, para poder interpretar el resultado de

ff F-N dS como “flujo neto” en la direccién escogida. La integral jf F-N dS calcula el flujo neto: El flujo

S
que pasa en la “direccién” de el vector N escogido, “suma” y el flujo que pasa en la “direccién contraria”,

“resta”. La suma de todo esto es el flujo neto.

Caso z = f(x,y)

Como consecuencia tenemos que si S : z = f(x,y) con f de clase C! sobre D, se puede parame-

trizar S con r(x,y) =x 1+y j+f(x,y) k y entonces

ﬂ F(x,y,2) - (~fx, —fy, 1) dA

Dy

[[F-Nas =
S

Integral de Flujo—Proyectando sobre varios varios planos.

a) Proyectando sobre XY:Si S : z=z(x,y) 0 S : G(x,y,2z) =0, con (x,y) € Dy
IIF -NdS = ff F(x,y,z(x,y)) - (=2zx, 2y, 1) dA,
S

Dy

0, en “versién implicita”,
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HF NdS = ﬂ F(x,y,z(x,9)) - (Gx, Gy, Gz) Giz dA

S Doy

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y=1y(x,z) o S : G(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

[[F-Nas = [[ Fooux,2),2) - (-yx,1,~yz) dA

S Dyz

0, en “versién implicita”,

[[F-Nas= ([ Fey(x,2),2) (G, Gy, Gz) Giy dA
s Die

c) Proyectando sobre YZ:Si S : x =x(y,z) 0 S : G(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

HF ‘N dS = ﬂ ) 22 (o =)L
N Dy

0, en “version implicita”,

[[F-Nas= ([ Fx,2),y,2)- (Gx, Gy, G2) Gix dA
S Dy

La integral F - N dS puede diferir en el signo al cambiar el plano de proyeccién. Esto es asi
g P g P proy:
S

porque los vectores (—zy,—zy,1), (-yx,1,-yz) y (1, —xy, —x) son paralelos pero a veces son

opuestos. En todo caso, jf F-NdS se interpreta como el flujo neto en la direccién del vector N

s
escogido.

Ejemplo 16.4

Calcular IJFN ds si F(x,y,z) = (z+1) k y S es
S
la superficie z=2+y con x* +y? = 1.

Solucion: La superficie S tiene ecuacién z = 2 + y.
Dy es el circulo de radio 1. Entonces,
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jF-Nds = H(o,o,z+1)-(—zx,—zy,1)dA
s Doy
- H(o,0,2+y+1).(0,—1,1)dA
Dy
27 pl 27
= [[y+3aa = J J (8 nsenO)r drdo) = J “STenw)de:m
0 0

Doy 0

2

Ejemplo 16.5
X

Sea F(x,y,z) = (0,y,0) y S elcilindro z = 2 - Cx
desde y = 0 hasta y =2, como se ve en la figura.

Calcular ij -N dS
S

Solucion: Intuitivamente, el flujo no pasa a través de la
superficie S, asi que la integral de flujo deberia ser 0.

En este caso solo se puede proyectar sobre YZ o XY. La proyeccién sobre YZ es un rectangulo.
2

Sea S: G(x,y,z) =0 con G(x,y,z) =z—-2+ % Entonces,

fsfr--Nds

VG
Djysz-G—XdA

2 p3/2 1
J j (O/U/ 0) ' (X/ Or 1)_ dldy
0 Jo X

2 03/2
J J 0Odzdy = 0
0 Jo
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Ejemplo 16.6

Calcular IJF -N dS si
S

F(x,y,z) = 4xz1 +yz®§ + 22k
y S eslasuperficie Z2+y?+x* =4 entrez=1y z = 2.

Solucion: La  superficie S  tiene  ecuacién
G(x,y,z) = 0 con G(x,y,z) = x> +y? + 2> — 4.
La proyeccion Dyy es el circulo x> + y*> = 3.
Entonces,

fs F-NdS i{ (4xz,yz3,zz) . % dA

= ff (4xz,yz3,zz) . (z, l‘ZJ,l) dA

xy
= [ (93 +y?2+22) an

1 /2 V3
= 5 J J (8 +61% —1* + 11 cos 20)r drdo
o Jo

217
T

Ejemplo 16.7

Calcular JTF -N dS si
S

F(x,y,2) = (x,yz,xy)

y S el cilindro de ecuacién y = 4 — x> limitado por el plano
X +z =2, tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Solucion: La superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) =0 con y=4-—x
G(x,y,z) =y + x* + 4. La proyeccién de S sobre el plano
XZ es un tridangulo.
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fs F-NdS = Dfi(x,yz,xy%% dA
= ff (x,yz,xy) - (2x,1,0) dA
Dxz

2 p2-x
J I (2x2 +yz) dzdx
0 Jo

2 p2-%
J f (2x2+(4—x2)z) dzdx = 12

Si calculamos proyectando sobre YZ  tenemos

S:x=v4-y.

2 pr4
F~NdS=J J (\/4—y+ L )dydz
fsj 0 Ji-(z-2)2 2V4 —y

Ejercicios

® 16.2.1 Calcule I = IJF -N dS donde F esel
S

campo vectorial dado por F(x,y,z) = y1—-xj+
8z k y S la parte de la esfera de ecuacion x* +
y? +z?> = 9 que se encuentra dentro del cilindro
x2 + yz =4, como se observa en la figura.

16.2.2 Sea F(x,y,z) = xy2 i+x%y j+y k.
Sea S esla frontera del sélido E limitado por

St x2+y2:1, So:iz=1y S3:z=-1

como se ve en la figura. Calcule f F-NdS don-

S
de N es el vector normal unitario exterior al soli-

do E.
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® 16.2.3 SeaF(x,y,z)=x1+yj+z ﬁyS es la
superficie de ecuacién z=1+x2+y?, con 1<
z < 3, tal y como se muestra en la figura. Calcular
[[F-Nas.
S

® 16.2.4 SeaF(x,y,z) = (0, x +y, z). Calcule la

integral de superficie ij -NdS, donde S es el
S

trozo de cilindro de ecuacién z = 1 — (x — 2)> que

esta limitado por los planosy =0,y =3,z =0

z=2y x=1y x =3, tal y como se muestra en

la figura.

® 16.2.5 Sea S la superficie de ecuacién z =

x% +y? que se encuentra limitada por los planos
z=1, z=3, y=x yelplano x =0, tal y como

se muestra en la figura. Calcule fJF -N dS si
S

F(x,y,2) = (x, y, z%)

® 16.2.6 SeaF(x,y,z) =(xy, x, z+1)ysea S
la porcién de superficie de ecuacién z = 4 — y?
limitada por las superficies z=3, x =4, z=0
y x =y, tal y como se muestra en la figura de la
derecha. Calcular IIF -N dS.

S

16.3 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio).

Superficies orientables. Sea S una superficie y r(u,v) una parametrizacién de S. Los vectores normales
as, en (u, v), puede escogerse entre los dos vectores unitarios opuestos
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or Oor
— X

or arH

_X_
ou Ov

Caso S: z=f(x,y)
Enelcasodeque S: z=1f(x,y), si r(x,y) =x1+y j+f(x,y) k y entonces

(_fX/ —f /1) (_fX/ —f 11)
S~ X Y7 yN_(x,y) = X Yy

1/fi+f%+1 1/fi+f%,+1

N+(X, y) =

Si la superficie tiene dos “caras”, el signo hace que cada vector normal esté en un lado u otro de la su-
perficie. Este hecho se usa para “orientar” una superficie. Orientar una superficie significa escoger un
signo para N, una cara de la superficie es caracterizado N y la otra cara por —N. Como N depende de
la parametrizacion 1, es estd la que al fin y al cabo orienta la superficie.

En el caso de una esfera, cada vector N4 (x,y) (con signo positivo) apunta al exterior y el cada vector
N_(x,y) apunta al interior

22 b2 22 =1 Z N\

T2,Y2)

Definiciéon 16.2

Si en cada punto (x,y, z) de la superficie regular S es posible asociar un vector unitario N(x, y, z)
de tal manera que como funcién, N sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice que
S es orientable.

Como deciamos, la definicién supone que la superficie tiene dos lados. Uno de los lados queda determi-
nado por la funcién continua N(x,y, z) sobre S y el otro lado por la normal de signo contrario.
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Hay superficies de una sola cara, como la banda de Mo-
bius, que no son orientables. En la figura que sigue
tenemos una banda de Mobius. Note que la escogen-
cia de N no orienta la banda, es decir, si escogemos
uno de los N, la presencia de estos vectores N “arri-
ba” y “abajo” de la banda, muestran que hay una sola
cara.

En las integrales de flujo que hemos calculado, hemos usado el vector normal unitario fundamental N.
No siempre este es el vector que se elige para los calculos. Algunos teoremas requieren superficies orien-
tadas con vectores normales unitarios hacia el exterior.

Convenio para superficies cerradas. En el caso de superficies cerradas, se conviene en que si N apunta
hacia afuera, esta es “la orientacion positiva” y si N apunta hacia adentro, esta es “la orientacion negativa”.

Rotacional de un campo vectorial. Sea F = (P, Q, R) entonces ¢/ rotacional de F es

k
2

ROtF = dz = (Ry - QZ/ PZ - RX/ QX - Py)

<o o
(og|®\_;>
~

El gradiente, la divergencia y el rotacional se puede expresar en términos del operador “nabla”,

2 9 0
V=|— — =
(ay’ oy’ ay)

Este operador lo aplicamos como si fuera un vector. De esta manera,

0o o0 0 of of of
Vf = A7 A7 A f = N/ A A
oy’ Ay 6y) (6y oy ay)
0o o0 0 oP 0Q OR
VF = AN / A S A P/ /R = S A AN
3y’ dy ay)( QR) ox "y oz
0o o0 0
VXF = @, @, @ X(P,Q,R) = (Ry—QZ, PZ_RX/ QX_Py)

Circulacion y vorticidad. La “vorticidad” es la tendencia de un fluido que se mueve a girar un objeto que
es arrastrado por este fluido.

rotF [ F \L
1 <O
(=
F =
La “circulaciéon” es el movimiento total del fluido a medida que viaja a lo Y L} e
largo de una curva. La circulacién de un fluido sobre una circunferencia FT \
C en un plano z = ¢ se mide con la componente tangencial de F, es No=(0,0,1) i \
(t T
decir, se midecon F- T donde T = ,( ) . \la—L
=] NI
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El “movimiento total” del fluido sobre C se obtiene integrando respecto a la longitud de arco,
circulacién = J F-Tds = J F-dr
C C

Si la circunferencia es C : ¥(t) = (a +rcost) i+ (a+rsent)j+c k con t € [0,27] ysi F(x,y,2) =
(=ky,0,0), entonces RotF = (0,0,k) y

circulacién = I F-dr = k> = RotF-N, A
C

circulo
Sobre un cuadrado tenemos algo parecido. Sea C la frontera de un cua- Y kb+s) ©
drado, orientada contrareloj, en el plano z = c. Supongamos que cada b+s 4
uno de sus lados miden L y que estos lados son paralelos a los ejes. Co- I D .
mo antes F = (—ky,0,0). Eneste caso, F-T = 0 en loa lados paralelos al T’*
eje Y, Enellado de arriba (y = b+L) la velocidad tangencial es k(b+L) b
y el lado de abajo (y = b) la velocidad tangencial es —kb; por lo tanto, —kb —"p

circulaciéon = k(b + L)L — kbL = kL?> = RotF-N, Acuadrado

Con un (buen poco) de esfuerzo, podemos calcular la circulacién de F a através de la frontera de rectan-
gulos en los otros planos y generalizar este comportamiento local para llegar a la conclusion de que si S1 es
una superficie orientada, entonces

circulacién de F a través de 0S;1 = Flujo de RotF a través de S
J F-Tds = fj RotF-NdS = fj “circulacién microscépica de F”’ dA
651 Sl D

Orientacion positiva de C = 9S; respecto a N. El teorema de Stokes (o de Green el el espacio) requiere
que la curva esté orientada “positivamente”, esto significa que la orientacién de la curva debe ser tal que
gire contra-reloj respecto al vector normal unitario N.

P [N

g \
Figura 16.11: Orientacion positiva de C respectoa N.

Teorema 16.1 (Teorema de Stokes).

Sea S1 una superficie orientable, regular a trozos y limitada por una curva C = 95, cerrada y
regular a trozos. Si F = (P, Q,R) es de clase C! sobre $; y si N (el vector normal unitario) es
elegido de tal manera que C tiene orientacién positiva, entonces

J F-dr = ﬂRotF-Nds
C S

El teorema de Stokes se puede extender a dos o més curvas cerradas.
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Ejemplo 16.8

Sea S la superficie de ecuaciéon z = 2 tal y como se muestra
en la figura. La curva C es la frontera de S. Si

F(x,y,z) =3y i—xz § +yz2’k

a.) Calcular J F- dr conla definicién de integral de linea.
C

b.) Utilice el Teorema de Stokes para calcular J F- dr.
C

Solucion: Una parametrizacién para C es

r(t)=2cost 1 + 2sent §+ 2 k, t e [0,2n]
——— S— — ——

x(t) y(t) z(t)

JF~ ar = [ Forw)-vat
C C

27T

= (3-2sent, —(2cost)(2), (2sent)(2)?) - (—2sent,2cost,0) dt
JO

27T
= —12sen?t — 8cos®tdt = —20m
JO

b.) Lasuperficiees S: z =2 y la proyeccién es el circulo x* +y? = 4. El vector N se debe tomar
TAXr T Ay 1
Cz2o 29D _ 0 0.1),
||(_ZX/ _Z'y/ 1)”

de acuerdo a la regla de la mano derecha: N =

Luego, RotF = (x + z?, 0, =3 — z). Entonces,

J F.dr J]«ﬁF~Ncw = JJ (x+2%,0,-3-2)-(0,0,1) dA = JJ —3-zdA
C JJS Rxy R

xY

= J —-5dA, puesS: z=2
R

J xy

27T 2
= I —5rdrdb = 207
JO 0
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Ejemplo 16.9

Utilice el teorema de Stokes para calcular J F- dr donde
C

F(x,y,z) = 3yi-xzj+yz2 k y C esla curva de interseccién
entre el paraboloide 2z = x> + y? y el plano z = 2, tal y
como se muestra en la figura.

Solucion: La curva es borde de dos superficies, el plano
z = 2 y también del paraboloide 2z = x> + y?. ;Cual
superficie escoger, el paraboloide o el plano?. X

-

De acuerdo al Teorema de Stokes, se puede escoger cualquiera de las dos. La mds simple es el plano
2z=2.51S:z-2=0 entonces N = £(0,0,1). ;Cuél signo se escoge?.

Las integrales J F-dry ff RotF - N dS tienen el mismo valor si N se escoge de acuerdo a la regla
C s

de la mano derecha (sino, difieren en el signo), en este caso particular y de acuerdo a la orientacién
de C, el que se debe escoger es N = (0,0, 1).

JFdr
C

H RotF-NdS
Sy

H (22 +x, 0, —z—3)-(0,0,1) dA,

Txy

2 p2 2w p2 By
J J (-z—=3)rdrdd = I J (-2-3)rdrdo = -100]," = —20m.
0 0 0 0

Ejemplo 16.10

Calcular J F- dr si F(x,y,2) = (yz,%x,2%). C es la frontera de la superficie S; : y = x* + 1

C
limitada porlos planos z=5-y y z = 0, como se ve en la figura.

i,,

Solucion: Vamos a resolver el problema de dos maneras: Proyectando S; sobre XZ y proyectando
S1 sobre YZ.
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Proyectando S; sobre el plano XZ. Como $;

el vector N¢(1,2,2) =(2,-1,0). RotF=(0,y,1 - 2).

ty =
+(—yx, 1, —y,). El normal adecuado es N1i(x,y,z) = (yx,—1,y,) =

17

1 + x2, un vector normal es Ni(x,y,z) =
(2x,—-1,0). En la figura aparece

f F-dr = j RotF-N dS
C
r2 o V4—x2
= 0,y,1-2)-(2x,-1,0) dzdx
JO JO
02 o VI 2 (NI
= —ydzdx = J ‘[ —x* — 1dzdx = —48/5.
JO JO 0 JO

Proyectando S; sobre el plano YZ. Como S : x

+(1, =xy, —xz). El normal adecuado es N1(x,y,z) =

s

HRotF-N ds

‘[F-dr
C

5 p5-y 1

- L L (0’”’1_1)'(1&@’

_ JSJH_ Y gray = —48/5.
1 Jo 2y -1

Ejemplo 16.11

Sea S; :y = 4—-x>—

C = 0S;. Calcular J F- drsi F(x,y,2) =
C

z% en el primer octante y

(xy,z,Y)

Solucion: La ecuacién de la superficie S; es
y 4 — x2 — z2. Vamos a proyectar sobre el
plano XZ. El vector normal adecuado para que
se cumpla la identidad del teorema de Stokes es
Ni(x,y,z) = (-yx, 1, —yz) = (2x, 1,2z). Para ver esto,
tome un punto de la superficie S, digamos (1,2, 1).
En este caso N1(1,2,1) = (2,1,2). Al trasladarlo a la

superficie, vemos que es el vector adecuado.

y, un vector normal es Ni(x,y,z) =

. RotF=(0,y,1-2).

o) dzdy

2

Siiy=4-xt—7

Figura 16.12: Curva C.
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e RotF = (0,0, —x).

JFdr
C

H RotF-N dS
Sy

{[©,0,-%)+ (2x,1,22) dz ax

D

2 pV4—x2
J J —2xz dzdx = —4.
0 Jo

Ejemplo 16.12

leﬂ S : z = sen(wy)

Sea Q el solido limitado por las superficies Z

S1 @ z=sen(xy), Sy : x:gySg DY =X.

Calcule J F-drsiF=(z x, x) y Cesla

C
frontera de la superficie S;.

Solucién: Como S; : z = sen(xy), entonces Ni(x,y,z) = (—y cos(xy), —x cos(xy), 1). Tomamos un
punto de la superficie, digamos (1,1,sen(1)), en la figura de arriba se muestra la traslacién del
vector Ni(1,1,sen(1)); se nota que la curva C no esta orientada positivamente, asi que debemos
tomar Nj = (y cos(xy), xcos(xy), —1).

Ahora, RotF = (0,0, 1); proyectamos sobre el plano XY, la regién de integracion es el tridngulo
0<x<m/2y0<y<x

JF-dr
C

ﬂisotF-N ds

/20X /20 % ]
J (0,0,1) - (y cos(xy), xcos(xy), —1) dydx = J‘ J —1ldydx = 3
0Jo 0Jo

18
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Ejemplo 16.13

Sea F(x,y,z) =(x+vy, 2x -z, y+z) y S; la porcién
del plano 3x + 2y +z = 6 en el primer octante. Sea C

la frontera de la superficie S1. Calcular J F. dr.
C

Solucion: La ecuacién de la superficie S; es

z = 6 — 3x — 2y. La curva estd orientada
a favor de reloj respecto al vector normal
N1 = (-zx,~-zy,1) = (3,2,1), como se ve en

la figura, por lo tanto debemos usar el vector
N1 = (zx,2zy,-1) = (-3,-2,~1). Recordemos que no
necesitamos hacerlo unitario por la cancelacién de normas
en la integral de superficie.

e RotF=(2,0,1).

IF-dr
C

j RotF-N dS
Sy

2 (3-3/2x
[ @.0,1)-(-3,-2,-1) dydx = —J J 7 dydx = —21.
D 0 JO

Ejercicios

(R) 1631 Sea F(x,y,2)=—y i+zj+(x+2) k.

Use el teorema de Stokes para calcular J F-dr
(&
donde C esla curva de la figura que sigue.
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16.3.2 Sea F(x,y,z) = 2yz 1 —4x j —32% k,
y sea C = C; + C2 + C3 la curva que se obtiene
al intersecar la superficie z = 4 — x* con el plano
y +z = 6, tal y como se muestra en la figura.

a.) Calcular J F-dr
C

b.) Calcular J F-dr
C

® 16.3.3 Plantee las integrales necesarias para

calcularJ F-drsi F(x,y,2z) =3y 1-xzj+
C
yz?> k y C es el camino indicado en la figura a la

derecha.

® 16.3.4 Calcule J F- dr donde C es el camino

C
que se representa en la figura a la derecha y

ademas F es el campo de fuerzas: F(x, y, z) =
21 +4xy® ) +xy? k.

® 16.3.5 Considere el campo de fuerzas

F(x, y, z) = 2%y cos(xy) 1 +z*x(1+cos(xy)) J +2sen(xy) k.

Calcule J F- drsi C esel camino que se indica

C
en la figura a la derecha.

® 16.3.6 Usando el Teorema de Stokes calcule

la integralj F- drdonde F(x, y, z) = xy 1 +
C
yzj +xz k y Cesel camino indicado en la

figura a la derecha.
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® 16.3.7 SeaF(x,y,z) = (x* -y, yz—x, x +2y).
Calcule la integral de linea J F- dr,donde Ces

C
la curva que se muestra en la figura de la derecha.

® 16.3.8 Sea F(x,y,z) = (x +2z, 2y, y — z).
Calcule la integral de linea f F - dr, donde

C
C = C; + C; + C3 tal y como se muestra en la
figura de la derecha.

® 16.3.9 Calcule la integral J F - dr donde

C
F=(zx, zy, x) yademds C=C; + C2+ C3+ C4
es la curva que se muestra en la figura.

16.3.10 Sea F(x,y,z) = -y? 1+z j+x k. Con-
sideremos la superficie de la figura, S = S1 |J Sz
ylacurva C = C; + C2 + C3 + C4 el borde de la
superficie S.

a.) Calcular j F - dr usando la definicion de

C
integral de linea.

b.) Calcular J F - dr usando el Teorema de

Stokes

plano y=2x (1,2,0)

C=C+C+C+Cy
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16.4 Teorema de la Divergencia.

Ahora nos interesa analizar el flujo de un campo vectorial F(x,y,z) = (P, Q,R) continuamente diferen-
ciable, a través de la frontera S = OE de un sélido simple E, en la direccién del vector normal unitario
exteriora S = OE. El flujo total se puede separar entre el flujo que entra y el flujo que sale, en cada cara
del sélido el flujo podria ser distinto.

Divergencia significa “alejarse de”. Intuitivamente, la “divergencia” es la densidad de flujo o flujo neto
por unidad de volumen; es la cantidad de flujo que entra o sale en un punto y se calcula como el “cambio
de flujo total”, es decir, la suma del cambio de F en la direccién de X, el cambio de F en la direccién de
Y y el cambio de F en la direccién de Z.

En un caso sencillo, se toma un cubo E centrado en (a, b, ¢) con aristas paralelas a los ejes. Calcular el
flujo sobre S = OE requiere calcular el flujo sobre cada una de las caras.

S = aQ N = (0,0,1)
Z F

‘ F(a+A:1:/2a,b, C)

En la cara que contiene al punto (a + Ax/2,b,c) (punto rojo en la figura anterior) la estimacién del flujo
total Ft, . seria

Fty+ ~ F(a+ Ax/2,b,¢) - (1,0,0)AyAz = P(a + Ax/2,b, c)AyAz

En la cara (opuesta) que contiene al punto (a — Ax/2,b, c) la estimacién del flujo total Ft,_ serfa

Fty- ~ F(a + Ax/2,b,¢) - (-1,0,0)AyAz = —P(a — Ax/2,b, c)AyAz

Luego el flujo total estimado en ambas caras seria,

oP
Fty+ + Ftx- =~ [P(a+Ax/2,b,¢) — P(a—Ax/2,b,c)]AyAz = &(a, b, c)AxAyAz si Ax = 0

De manera similar, si AV es el volumen de la caja, el flujo total en las caras paralelas a los planos y =0 y

0 oR
z = 0 serfa aproximadamente a—S(a, b,c)AV y O_Z(Q’ b, c)AV, respectivamente.

Asi, el flujo total a través de S = OE con vector normal exterior, seria aproximadamente

AV

P
(a_ L9Q . %)
(a,b,c)

ox dy 0z
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Asi, el flujo total que pasa a través de la frontera de una pequenia caja de centro (a, b, ¢) es un escalamiento

oP 0 oR
del volumen, el factor de escalamiento P + % + 3 evaluado en el centro, se llama divergencia.
z

Definicion 16.3
La divergencia del campo vectorial F = (P, Q,R) es el campo escalar

DivF:a—P+£+a—R
ox 0dy 0z

Si F es continuamente diferenciable, DivF es continuo y si E; es una caja de didmetro pequefio, entonces

DivFAV ~ Hf DivF dV
Ei

Pero como DivF AV es aproximadamente el flujo total a través de la frontera de E;, en la direccién del
vector normal exterior, entonces

[[f pivFav~ [[F-Naa
E; O,
La generalizacion es llamada el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss.

Teorema 16.2 (Teorema de la Divergencia).

Sea E un sélido limitado por una superficie orientable S y sea N el vector normal unitario siempre
exterior a E. Si F es un campo vectorial de clase C! sobre E entonces

f!jDivF dv = jsfF-N ds

donde DivF =P, + Qy + R, si F=(P,Q,R).

Como estamos asumiendo N exterior a E, entonces ff F-NdS calcula “el flujo neto que sale” de E. Si

S
no usamos el teorema de la divergencia, tendriamos que ajustar en cada supetficie el vector N para que

quede exterior al sélido E.
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Ejemplo 16.14

Calcular ffF-NdS si F(x,y,z) = (z+1) k, S
S

es la frontera del sélido E limitado por el cilindro
x2+y? =1, el plano z=2+y y z =0, como se ve en
la figura, y N es el vector unitario siempre exterior a
E.

Solucion: En vez de calcular la integral sobre cada
una de las tres superficies que conforman la frontera
de E (ver los ejemplos 16.2,16.2 y 16.5), usamos el
teorema de la divergencia.

e F(x,y,2)=(0,0,z+1) y DivF=0+0+1=1.

Proyectando sobre el plano XY y usando coordenadas cilindricas, tenemos

jF-Nds

H DivF dV
S E

0

27t 1 p2+1sen O
J f ‘[ Irdzdrdo = 2n
0 0 JO

2+y
jj f 1dzdA  (la cantidad de flujo coincide con el volumen de E!)
D

La importancia de que N se exterior a E. Se pide N se exterior a E por convenio, para medir el flujo en
esa direcciéon. Si N no es siempre exterior a E, el flujo neto, por supuesto, cambia.

Consideremos los ejemplos 16.2, 16.2 y 16.5. El célculo de la integral de flujo se hizo siempre con

Nl = (_fX/ _fy/ 1)

pero este vector no siempre es exterior a E. En el caso de la superficie S, (figura siguiente), este vector
no es exterior'y
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El resultado es

ij-NdS=fJF-(—N)dS+ij-NdS+ij-NdS=—7r+37r+0 = ﬂ DivF dV =27
S Sa Sy Sc E

Ejemplo 16.15

Calcular IIF -N dS si
S

1 A
F(x,y,z) =ycosx 1+ EyZSenx j+z k

y S es la frontera del sélido E comprendido entre las
superficies z=1+y, x¥*+y>=1y z=0, y N es el vector
normal unitario siempre exterior a E.

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia.
La proyeccién del sélido sobre el plano XY es un circulo
x*+y? =1

e DivF = —ysenx+ysenx+1=1.

H DivF dV
E

1+y

foL 1rdzdA

2 p1l pl+rsen® 2 pl
J J J rdzdrdf = J J (1+rsenO)rdrdd = 7
o Jo Jo 0 Jo

fF-Nds
S

Ejemplo 16.16

Sea E el solido limitado por las superficies
s
Sa : z=sen(xy), Sp : x=5y Se 1 y=x.

Sea S la frontera del s6lido E y N es el vector normal
unitario y exterior a E.

3
Calcule IIF-N dS si F= (%, z, yx).
S1

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia.
La proyeccién del sélido sobre el plano XY es el
triangulo 0 < x < 7/2 y 0 <y < x.

e DivF = x?
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jsfF N dS j!j DivF dV

T rx psen(xy)
J J J x* dzdydx
0 0 JO

s x e 2
JZJ x%sen(xy)dydx = sz—xcos (xz) dx = L 7 —4sen |-
0o Jo 0 8 4

Ejemplo 16.17
Calcular ij-NdS si F(x,y,2) = x t+y jJ+z k y S
S

es la frontera del sélido E comprendido entre las superficies
z=10-x*-y? y z=2+x>+y2, y N es el vector normal unitario
siempre exterior a E.

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia.
e F(x,y,z)=(x,y,z) y DivF=1+1+1=3.

e La proyeccion del sélido sobre el plano xy es un circulo de radio 2 pues

z=10-x* -y N z=2+x*+y*> = 4=x*>+y>

Usando coordenadas cilindricas obtenemos,

JS]F N dS jﬁ” DivF dV

10-x2—y?2
H L 3dzdA

+x2+y?2

D
21t p2 p10-72

J J J 3rdzdrd0 = 48n
0 0 J2412


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

16.4. TEOREMA DE LA DIVERGENCIA. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Ejercicios

® 16.4.1 Consideremos el campo de fuerzas F ZY s¢lido E
con

F(x,y,z) = (x+sen(y)) t+(In(xz)—y) j+(2z+arctan(xy)) k

Calcule la integral de superficie jj F-N dS donde
S

S es la frontera del s6lido E, el cual se muestra
en la figura a la derecha y N es el vector normal
unitario siempre exterior a E.

® 16.4.2 Use el teorema de la divergencia para
calcular IIF -N dS donde S es la frontera del
S

s6lido E, limitado por la superficie z = x?+y2+5
y el plano z = 10, tal y como se muestra en la
figura a la derecha, F(x,y,z) =2x i+y j+z k y
N es el vector normal unitario exterior a E.

16.4.3 Sea F(x,y,z) =xy2 1+x%y j+y k y
sea S esla frontera del sélido E limitado por

Sq: x2+y2=1, So:z=1y S3:z=-1

,

como se ve en la figura. Calcule ff F-NdS don-
S

de N es el vector normal unitario exterior a E.

® 16.4.4 Sea S la frontera del sélido E limitado
por la esfera x?+y?+2z2 = 2 y el cono 222 = y2+x2,
tal y como se muestra en la figura.

22

2

fj F-NdS si N es el vector normal unitario

E

SiF(x,y,z) = xz i+xarctan(xz) §+ = Kk, calcular

siempre exterior a E.
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16.4.5 Sea E el s6lido que se muestra en la
figura a la derecha y sea S la frontera de E, es

decir, S = oE . Calcule ij -NdS donde
S

F(x,y, z) = (x> + senz, x?y + cos z, tan(x? + y?))

y N es el vector normal unitario siempre exterior
a k.

16.4.6 Sea F(x,y,z) = (22 +2) k y S
la frontera del sélido Q, el cual se muestra a
la derecha, y N es un vector normal exterior a E.

a.) Calcule ff F-N dS sin usar el Teorema de la
S

Divergencia.

b.) Calcule ff F - N dS usando el teorema de la
S

Divergencia. x—dy+z=4

16.4.7 SeaF(x,y,z) =3y i-xz) +yz k, S
es la frontera del s6lido E, el cual se muestra a la
derecha, y N es un vector normal exterior a E.

a.) Calcule jf F-N dS sin usar el Teorema de la
S

Divergencia.

b.) Calcule ff F - N dS usando el teorema de la
S

Divergencia.

16.5 Solucidn de los ejercicios

28

16.2.1 \'3 Vamos a proyectar sobre el plano XY. La proyeccién es el circulo x? + y? < 2.

(—X/Z, —U/Z/ 1)

e Como z = /9 — x2 — y2 entonces podemos poner N = .
F P 1=/, =y/z, DI

Luego,
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(_X/Z/ —U/Z/ 1)
F-NdS = ( /_XI8Z)' ||(_X/Z/_ /Z/ 1)||dA
fs fsf i 1(=x/2, ~y/z, DI K
= [[8zaA
D
27t 2
= J J 8V9 —r2rdrdo
0o Jo
_16m(5%2 - 93/2)
- -3
16.2.2 '3 Observe que debe calcular con N siempre exterior al sélido E.
[[F-Nas=m

S

16.2.3 ')

27 \/E
ﬂp.ng: ﬂ(x,y,1 +x2+y2)-(—2x,—2y,1)dA:J f (1-12)rdrdo
S Ry 0 Jo

16.2.4 '3
H F-NdS

S J1

r3

r3

J1
r3

J1

3 4
= SI (—x® +6x> —12x +9)dx = 3 —%+2x3—6x2+9x)
1

oJ

oJ

r3
0,x+y,1—(x=2)% - (=3(x—2)%,0,1) dydx
0

r3
(1 - (x —2)%)dydx
0
r3
(—x3 + 6x% — 12x + 9)dydx

oJ

0

3
=6

0

16.2.5 '3 Proyectamos sobre XY

Ag = fsf ds

7t/2

/4
7t/2

E /4

V3
I V1 + 4121 drde
1

N
(1+ 4r2)3/2‘1 o = %(13\@ _5v5)

29
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16.2.6 V")@ Proyectamos sobre XY.

r?2

£F~N das .

r2
J1

r2

D,

D,

r4
(xy, x, z+1)-(0, 2y, 1)dxdy
y
r4
2xy +z+1dxdy
y
r4
2xy +4—y>+1dxdy
y
X
"

30

16.3.1 V’)@ Aplique el teorema de Stokes con las superficies de la figura que sigue.

(2,0,4) Z

16.3.2 ﬁ@ Una parametrizacion para C; es ri(t) = (t, 2 — t2, 4—1?),con t € [0,2].

2
a) | Foar= J (2(2 —2)(4—17), —4t, —3(4— t2)2) (1, —2t, —2t) dt
0

Cq

b.) Usamso el teorema de Stokes. Proyectamos sobre XZ

2 pd4—x2
J F-dr = J J 0, 2y, —4-22)-(0,1,1) dzdx
C 0 Jo

16.3.3 \'3@

16.3.4 “@ Se omite.
16.3.5 \V3® Se omite.
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16.3.6 '3 Se omite.
16.3.7 \'3
D 5 k
ROt(F) = % % aiz = (2_9/_1/0)
X -y yz—-x x+2y

Un vector normal paray = 2x es Ny = (2,-1,0), pero la curva gira a favor de reloj respecto a Ny, por lo
que ha que ajustar el signo.

Asi

f Fdr
C

- H Rot (F) - N dA
S

_J}XZ“Ur—lin-(Z,—l,O)dA
R

- H (-2y - 3) dA
R

r7 rl
= - J (=2(2rcos 0) — 3)rdrdo
JO 0

rs 3 2
= - (—4T— cos 0 _3r_)

r=1
do

3 2 =0

2 (-4
= - ; (?cose—g)de

N3

= - ?sene—i

-4 39)

o

16.3.8 '3

Se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Stokes (Teo de Green en el espacio). Podemos
tomar como la superficie S, la porcién del plano z = 2 — x limitada por el cilindro x? + y% = 1. Entonces
un vector normal que nos sirvees N =(1,0,1).
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16.5.1 Sea Q el solido limitado por
y+z=6, 4x-4y-2z=0, z =4 —x%2, z=0y
x = 0, tal y como se muestra en la figura.

a.) Calcular J F-drsi F(x,y,z) = (x,x,2) y

C
C es la frontera de la superficie S; en la
tigura.

b.) Calcular ffFNdS donde F(x,y,z) =

0Q
(x,y,z), 0Q es la frontera del sélido Q
y N es el vector vector normal unitario
exterior.

Como F(x,y,z) = (x + 2z, 2y, y — z), entonces

RotF = (1,1,0).

JFdr
C

j RotF-NdS
S

16.3.9 '3

/2 pl
J J (1,1,0) - (1,0,1) rdrd® = mt/4
0 0

z=4—=x

C es una curva cerrada simple, suave a trozos. Podemos usar el Teorema de Stokes (T. Green en el espa-
cio). Tenemos dos opciones, proyectar sobre el plano XY o sobre el plano YZ.

Proyectando sobre el plano XY. Enestecaso, S: z=4—-x?> y N = (-z,, —-z,,1) = (2x,0,1).
Y p y y

jF-d‘r
C

f RotF - N dS
S

—ﬂ(—y, x—1,0)-(2x, 0,1) dA

Txy

2 px2+1 62
0 J0O 3
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1
Proyectando sobre el plano YZ. En este caso, S: x =V4—-zy N =(1, —Xy, —Xz) = (1, 0, —) .

2V4 -z
I F-dr
C

ﬂ RotF - N dS
S

~[Jy, x-1, 0 (1,0,2\/%) dA (%)

Txy

4 p5-z
2
—J J -y dydz = 62 ~ 20.6667
0 Jo 3

Nota. La integral (*) no es impropia pues al hacer el producto punto, el integrando es una funcién acotada.
Las discontinuidades en un integrando acotado no afectan la integral sin constituyen un conjunto de
medida cero.

16.3.10 ')

1. J F-dr:J F-dr+J F-dr+J F-dr+J F- dr
C Cq (o) Cs Cy

1
1
a) —C;: m(t)=(t,t,00t € [0,1] = F- dr:—J —t?2dt ==
c 0 3
1
b) Co: m(t)=(0,0,t)t € [0,1] = J F- dr:J 0dt=0
C 0
! 1
c) C3: 13(t)=(0,t,1-t)t € [0,1] = F-dr:J 1—tdt:§
Cs 0

1
d) Ci: ma(t)=(t,1,00t € [0,1] = J F- dr:j -1?dt = -1
Ci 0

J F-dr=1/3+1/2-1
C
2, HRotF-Nds = ﬂRotF-Nds + ﬂRotF-Nds.

S S S;

RotF = (-1, -1, 2y)

Para S1 un vector normal es Nj = (1,—1,0) (acorde con la orientaciéon de C).

HRotF.Nlds = Ho as = 0

51 Sl

Para S, un vector normal es N, = (0,—-1,-1) (acorde con la orientaciéon de C).
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S

1 p1
HRotF-des = J J 1-2ydydx = -1/2+1/3.
0 Jx

Finalmente, ffRotF-NdS =0+-1/2+1/3.
S

16.4.1 ')
H F-NdS
S

16.4.2 '3
16.4.3 '7

Se puede aplicar el teorema de divergencia. Div F=1-1+2=2.

r2 pd-x? p3—x
f J 2dydzdx
Jo Jo 0

r2 p4—x2
J (6 — 2x)dzdx
JO JO

r2

(6 — 2x)(4 — x*)dx
JO

r2
(2x3 — 6x% — 8x + 24)dx
JO

2

1
>~ 2x3 —4x% + 24x)

0

Se omite.

o divF =y? + 22

e La proyeccion es el circulo x* +y2 < 1

jF-Nds
S

16.4.4 '3

ﬂ divFdV

E

21t pl pl

J J J r2rdrdo
0o Jo J-1

Tt

=8-16-16+48 = 24

34

Como S = 0E y N es el vector normal unitario siempre exterior a E, podemos usar el teorema de la
divergencia. Proyectando sobre XY tenemos
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V2-x2-y2
[[F-Nas = ﬂ DivFdV = HJ 2zdz dA
S V)2
_ fj 2| V2- x2—y?2 Y
R <x2+y2>/2 4
2 442 ™
= (Z—XZ—yZ—X Y ) dA
2 0.5
Ryy
P2 r2/V3 2 e X
= J (2— 2——)~rdrd6 13
‘10 0 2
P2m 02/V3 3
= J (2r— = 3) drde
Jo 0 2
27T
2 4m
= 240 = —
Jo 3 3
16.4.5 \'3® Como S =0E y N es el vector normal unitario siempre exterior a E, podemos usar

el teorema de la divergencia. Proyectando sobre XZ tenemos

2 p4-x2 p5-z
ﬂF-NdS:I I J 4x% dy dzdx
S -2 4J0 0

16.4.6 ‘3@
16.4.7 ﬁ@ Se omite.
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