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16.1 Flujo través de una superficie S

Campos escalares y campos vectoriales.

Definición 16.1
Sea U ⊆ Rn un conjunto abierto. Una aplicación f : U −→ R se denomina campo escalar o función
escalar. Una función f : U −→ Rn se denomina campo vectorial.

Ejemplo 16.1 (Representación gráfica).

Una manera de visualizar el campo gráficamente es anclar en cada punto (x, y) el respectivo vector
FFF(x, y) (se traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que
el punto quede en el medio del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En
general, la representación gráfica se hace anclando el vector de esta segunda manera y escalando el
tamaño de los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan sobre los otros, para tener una
mejor vizualización de la dirección de “flujo” del campo vectorial. Así lo hace el software (como
Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, Consideremos el campo FFF(x, y) = (−y, x). En la figura a.) se dibujan dos vectores
anclados en el punto, en la figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y
en la figura c.) se hace la representación gráfica del campo escalando los vectores, tal y como se
acostumbra.
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Figura 16.1: Campo FFF(x, y) = (−y, x)

Ejemplo 16.2

Representación gráfica del campo vectorial FFF1(x, y) = (2x, 2y) y del campo vectorial FFF2(x, y) =

(−y, x) sobre la circunferencia x2 + y2 = 1. Observe que si z = x2 + y2 entonces FFF1(x, y) = ∇z, por
eso los vectores son perpendiculares a esta circunferencia (la curva de nivel z = 1).

X

Y

Figura 16.2: FFF1 sobre x2 + y2 = 1.

X

Y

Figura 16.3: FFF2 sobre x2 + y2 = 1.

Ejemplo 16.3

En la figura 16.4a.) se presenta la representación gráfica del campo vectorial FFF(x, y) = (sen y, sen x)
y su paso sobre la curva C de ecuación (x − h)2 + (y − k)2 = 1. En al figura 16.4b.) se presenta la
representación gráfica del campo vectorial FFF(x, y, y) = ( −y, x, xy ) y su paso sobre la superficie S

de ecuación z = 2 − (x − 1)2 − (y − 1)2.

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
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Figura 16.4: Campos vectoriales y su paso por una curva y una superficie

Flujo a través de una superficie
Supongamos que tenemos una región plana S y queremos determinar la cantidad de “fluido” a través de
S (se supone que el fluido puede atravesar la superficie sin ninguna resistencia). La cantidad de fluido es
“densidad por el ‘volumen’ que ocupa”. Si el flujo se mueve con velocidad constante V , entonces durante
un intervalo de tiempo ∆t llenará un paralelepípedo de base S y “extensión” (arista) ∆tV . El volumen
de este paralelepípedo es “área de la base” ∆S por “altura”, la altura h se calcula con la norma de la
proyección de V sobre el vector normal unitario a S, denotado NNN. Como se sabe, h = | |(∆tV ·NNN)NNN| | =
∆tV ·NNN, entonces

Volumen del paralelepípedo sobre S es V ·NNN∆S∆t

Wolfram CDF Player

Figura 16.5: El fluido sobre S llena un paralelepípedo

Si el fluido tiene densidad ρ, la masa del fluido es ∆M = ρV ·NNN∆S∆t. La densidad del fluido es FFF = ρV

y el flujo total es la masa de fluido que pasa a través de S en una unidad de tiempo: FFF ·NNN∆S kilogramos
por segundo.

Ahora digamos que tenemos una corriente de fluido en el espacio con velocidad V(x, y, z) y densidad
(masa por unidad de volumen) ρ(x, y, z) en cada punto (x, y, z). El vector densidad de flujo

FFF(x, y, z) = V(x, y, z)ρ(x, y, z)
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tiene la misma dirección que la velocidad y nos dice cuánta masa de fluido circula por el punto (x, y, z)
en la dirección de V(x, y, z), por unidad de área y de tiempo.

Para sugerir una definición razonable de cómo medir la masa total de fluido que atraviesa una determinada
superficie S en la unidad de tiempo, se considera la superficie S parametrizada por r(u, v) en una región
rectangular D. Sea N el vector unitario normal que tiene la misma dirección que el producto vectorial
fundamental,

N =

∂r

∂u
× ∂r

∂v�������� ∂r∂u × ∂r

∂v

�������� (16.1)

Para medir la cantidad de fluido que pasa a través de S en la unidad de tiempo y en “la dirección” de
N, se descompone el rectángulo D en m subrectángulos D1 ,D2 , ...,Dm. Sean S1 , S2 , ..., Sm las corres-
pondientes porciones de superficie en S. Llamamos ∆Sk a la k−ésima porción Sk. Si la densidad ρ y la
velocidad V son constantes en Sk y Sk es suficientemente plana, el fluido que atraviesa Sk en la unidad
de tiempo ocupa un paralelepípedo con base Sk y eje determinado por el vector velocidad V .

Figura 16.6: El fluido sobre Sk ocupa un paralelepípedo

Como el área de Sk es ∆Sk =

�������� ∂r∂u × ∂r

∂v

��������∆uk∆vk , el fluido sobre Sk ocupa un paralelepípedo de volu-

men (base por altura),

∆Sk ρV ·N = FFF ·N∆Sk ≈ FFF ·N
�������� ∂r∂u × ∂r

∂v

��������∆uk∆vk

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
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Figura 16.7: El fluido sobre Sk en “dirección” de NNN Figura 16.8: El fluido sobre Sk en contra la “dirección” de
NNN

16.2 Integral de flujo.

La discusión anterior sugiere que la suma
m∑
k=1

FFF ·N∆Sk puede ser una aproximación aceptable de la masa

total de fluido que atraviesa Sk en la unidad de tiempo.

Figura 16.9: El flujo neto, por unidad de tiempo, es la suma de los flujos (volúmenes de los paralelepípedos)

Si FFF es la densidad de flujo de una corriente de fluido y NNN es el vector unitario normal a S definido por

NNN =

∂r

∂u
× ∂r

∂v�������� ∂r∂u × ∂r

∂v

�������� ,
entonces la masa total de fluido (fluido neto) que pasa por S por unidad de tiempo “en la dirección” de
NNN es
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x

S

FFF ·NNNdS =

x

D

FFF(r(u, v)) ·
∂r

∂u
× ∂r

∂v�������� ∂r∂u × ∂r

∂v

��������
�������� ∂r∂u × ∂r

∂v

�������� dA =

x

D

FFF(r(u, v)) · ∂r
∂u

× ∂r

∂v
dA

Orientación. Nuestra expresión para el flujo total lleva implícita la escongencia de uno de los dos vectores
normales unitarios. Escoger un vector unitario para la región S es equivalente a “orientar” la región
(como veremos má adelante). Esta escogencia de NNN decide el signo de FFF ·NNN. En lo que sigue, siempre

vamos a escoger NNN =

∂r

∂u
× ∂r

∂v�������� ∂r∂u × ∂r

∂v

�������� .

Figura 16.10: S se orienta con NNN.
x

S

FFF ·NNNdS calcula el flujo neto en “la dirección” del NNN escogido

En las aplicaciones es frecuente convenir en cuál NNN se escoge, para poder interpretar el resultado dex

S

FFF ·NNNdS como “flujo neto” en la dirección escogida. La integral
x

S

FFF ·NNNdS calcula el flujo neto: El flujo

que pasa en la “dirección” de el vector NNN escogido, “suma” y el flujo que pasa en la “dirección contraria”,
“resta“. La suma de todo esto es el flujo neto.

Caso z = f(x, y)

Como consecuencia tenemos que si S : z = f(x, y) con f de clase C1 sobre D, se puede parame-
trizar S con r(x, y) = x ı̂̂ı̂ı + y ȷ̂̂ȷ̂ȷ + f(x, y) k̂̂k̂k y entonces

x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dxy

FFF(x, y, z) · (−fx , −fy , 1)dA

Integral de Flujo−Proyectando sobre varios varios planos.

a) Proyectando sobre XY: Si S : z = z(x, y) o S : G(x, y, z) = 0, con (x, y) ∈ Dxy

x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dxy

FFF(x, y, z(x, y)) · (−zx ,−zy , 1)dA,

o, en “versión implícita”,

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
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x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dxy

FFF(x, y, z(x, y)) · (Gx , Gy , Gz)
1
Gz

dA

b) Proyectando sobre XZ: Si S : y = y(x, z) o S : G(x, y, z) = 0, con (x, z) ∈ Dxz

x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dxz

FFF(x, y(x, z), z) · (−yx , 1,−yz)dA

o, en “versión implícita”,

x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dxz

FFF(x, y(x, z), z) · (Gx , Gy , Gz)
1
Gy

dA

c) Proyectando sobre YZ: Si S : x = x(y, z) o S : G(x, y, z) = 0, con (y, z) ∈ Dyz

x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dyz

FFF(x(y, z), y, z) · (1,−xy ,−xz)dA

o, en “versión implícita”,
x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dyz

FFF(x(y, z), y, z) · (Gx , Gy , Gz)
1
Gx

dA

N La integral
x

S

FFF ·NNNdS puede diferir en el signo al cambiar el plano de proyección. Esto es así

porque los vectores (−zx ,−zy , 1), (−yx , 1,−yz) y (1,−xy ,−xz) son paralelos pero a veces son
opuestos. En todo caso,

x

S

FFF ·NNNdS se interpreta como el flujo neto en la dirección del vector NNN

escogido.

Ejemplo 16.4

Calcular
x

S

FFF ·NNNdS si FFF(x, y, z) = (z + 1) k̂̂k̂k y S es

la superficie z = 2 + y con x2 + y2 = 1.

Solución: La superficie S tiene ecuación z = 2 + y.

Dxy es el círculo de radio 1. Entonces,

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
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x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dxy

(0, 0, z + 1) · (−zx , −zy , 1)dA

=

x

Dxy

(0, 0, 2 + y + 1) · (0,−1, 1)dA

=

x

Dxy

y + 3dA =

∫ 2π

0

∫ 1

0
(3 + r sen θ)r drdθ =

∫ 2π

0

6 + sen(θ)
4 dθ = 3π

Ejemplo 16.5

Sea FFF(x, y, z) = (0, y, 0) y S el cilindro z = 2 − x2

2 ,

desde y = 0 hasta y = 2, como se ve en la figura.

Calcular
x

S

FFF ·NNNdS

Solución: Intuitivamente, el flujo no pasa a través de la
superficie S , así que la integral de flujo debería ser 0.

X

En este caso solo se puede proyectar sobre YZ o XY. La proyección sobre YZ es un rectángulo.

Sea S : G(x, y, z) = 0 con G(x, y, z) = z − 2 + x2

2 . Entonces,

x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dyz

FFF · ∇G
Gx

dA

=

∫ 2

0

∫ 3/2

0
(0, y, 0) · (x, 0, 1)1

x
dzdy

=

∫ 2

0

∫ 3/2

0
0dzdy = 0

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
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Ejemplo 16.6

Calcular
x

S

FFF ·NNNdS si

FFF(x, y, z) = 4xz ı̂̂ı̂ı + yz3 ȷ̂̂ȷ̂ȷ + z2 k̂̂k̂k

y S es la superficie z2+y2+x2 = 4 entre z = 1 y z = 2.

Solución: La superficie S tiene ecuación
G(x, y, z) = 0 con G(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 4 .
La proyección Dxy es el círculo x2 + y2 = 3.
Entonces,

x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dxy

(4xz, yz3 , z2) · ∇G
Gz

dA

=

x

Dxy

(4xz, yz3 , z2) ·
(x
z
,
y

z
, 1
)
dA

=

x

Dxy

(
4x2 + y2z2 + z2

)
dA

=

x

Dxy

(
4x2 + y2(4 − x2 − y2) + 4 − x2 − y2

)
dA

=
1
2

∫ π/2

0

∫ √
3

0
(8 + 6r2 − r4 + r4 cos 2θ)r drdθ

=
21π
4 .

Ejemplo 16.7

Calcular
x

S

FFF ·NNNdS si

FFF(x, y, z) = (x, yz, xy)

y S el cilindro de ecuación y = 4− x2 limitado por el plano
x + z = 2, tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Solución: La superficie S tiene ecuación G(x, y, z) = 0 con
G(x, y, z) = y + x2 + 4 . La proyección de S sobre el plano
XZ es un triángulo.

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
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x

S

FFF ·NNNdS =

x

Dxz

(x, yz, xy) · ∇G
Gy

dA

=

x

Dxz

(x, yz, xy) · (2x, 1, 0)dA

=

∫ 2

0

∫ 2−x

0

(
2x2 + yz

)
dzdx

=

∫ 2

0

∫ 2−x

0

(
2x2 + (4 − x2)z

)
dzdx =

112
15

Si calculamos proyectando sobre YZ tenemos
S : x =

√
4 − y.

x

S

FFF ·NNNdS =

∫ 2

0

∫ 4

4−(z−2)2

(√
4 − y + yz

2
√
4 − y

)
dydz

Ejercicios

R 16.2.1 Calcule I =
x

S

FFF ·NNNdS donde FFF es el

campo vectorial dado por FFF(x, y, z) = y ı̂̂ı̂ı − x ȷ̂̂ȷ̂ȷ +
8z k̂̂k̂k y S la parte de la esfera de ecuación x2 +
y2 + z2 = 9 que se encuentra dentro del cilindro
x2 + y2 = 4, como se observa en la figura.

R 16.2.2 Sea FFF(x, y, z) = xy2 ı̂̂ı̂ı + x2y ȷ̂̂ȷ̂ȷ + y k̂̂k̂k.
Sea S es la frontera del sólido E limitado por

S1 : x2 + y2 = 1, S2 : z = 1 y S3 : z = −1

como se ve en la figura. Calcule
x

S

FFF ·NNNdS don-

de NNN es el vector normal unitario exterior al sóli-
do E.
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R 16.2.3 Sea FFF(x, y, z) = x ı̂̂ı̂ı + y ȷ̂̂ȷ̂ȷ + z k̂̂k̂k y S es la
superficie de ecuación z = 1+ x2 + y2, con 1 ⩽
z ⩽ 3, tal y como se muestra en la figura. Calcularx

S

FFF ·NNNdS.

R 16.2.4 Sea FFF(x, y, z) = (0, x + y, z). Calcule la
integral de superficie

x

SSS

FFF ·NNNdSdSdS, donde SSS es el

trozo de cilindro de ecuación z = 1 − (x − 2)3 que
está limitado por los planos y = 0, y = 3, z = 0
z = 2 y x = 1 y x = 3, tal y como se muestra en
la figura.

R 16.2.5 Sea S la superficie de ecuación z =

x2 + y2 que se encuentra limitada por los planos
z = 1, z = 3, y = x y el plano x = 0, tal y como
se muestra en la figura. Calcule

x

SSS

FFF · NNN dSdSdS si

FFF(x, y, z) = (x, y, z2)

R 16.2.6 Sea FFF(x, y, z) = (xy, x, z + 1) y sea SSS

la porción de superficie de ecuación z = 4 − y2

limitada por las superficies z = 3, x = 4, z = 0
y x = y, tal y como se muestra en la figura de la
derecha. Calcular

x

SSS

FFF ·NNN dSdSdS.

S

16.3 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio).

Superficies orientables. Sea S una superficie y r(u, v) una parametrización de S . Los vectores normales
a S, en (u, v), puede escogerse entre los dos vectores unitarios opuestos
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NNN(u, v) = ±
∂r

∂u
× ∂r

∂v�������� ∂r∂u × ∂r

∂v

��������
Caso S : z = f(x, y)

En el caso de que S : z = f(x, y), si r(x, y) = x ı̂̂ı̂ı + y ȷ̂̂ȷ̂ȷ + f(x, y) k̂̂k̂k y entonces

NNN+(x, y) =
(−fx ,−fy , 1)√
f2x + f2y + 1

yNNN−(x, y) = −
(−fx ,−fy , 1)√
f2x + f2y + 1

Si la superficie tiene dos “caras”, el signo hace que cada vector normal esté en un lado u otro de la su-
perficie. Este hecho se usa para “orientar” una superficie. Orientar una superficie significa escoger un
signo para NNN, una cara de la superficie es caracterizado NNN y la otra cara por −NNN. Como NNN depende de
la parametrización r, es está la que al fin y al cabo orienta la superficie.

En el caso de una esfera, cada vector NNN+(x, y) (con signo positivo) apunta al exterior y el cada vector
NNN−(x, y) apunta al interior

Definición 16.2

Si en cada punto (x, y, z) de la superficie regular S es posible asociar un vector unitario NNN(x, y, z)
de tal manera que como función, NNN sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice que
S es orientable.

Como decíamos, la definición supone que la superficie tiene dos lados. Uno de los lados queda determi-
nado por la función continua NNN(x, y, z) sobre S y el otro lado por la normal de signo contrario.

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 


16.3. TEOREMA DE STOKES (TEOREMA DE GREEN EN EL ESPACIO). (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 13

Hay superficies de una sola cara, como la banda de Mö-
bius, que no son orientables. En la figura que sigue
tenemos una banda de Möbius. Note que la escogen-
cia de NNN no orienta la banda, es decir, si escogemos
uno de los NNN , la presencia de estos vectores NNN “arri-
ba” y “abajo” de la banda, muestran que hay una sola
cara.

En las integrales de flujo que hemos calculado, hemos usado el vector normal unitario fundamental NNN+.
No siempre este es el vector que se elige para los cálculos. Algunos teoremas requieren superficies orien-
tadas con vectores normales unitarios hacia el exterior.

Convenio para superficies cerradas. En el caso de superficies cerradas, se conviene en que si NNN apunta
hacia afuera, esta es “la orientación positiva” y si NNN apunta hacia adentro, esta es “la orientación negativa”.

Rotacional de un campo vectorial. Sea F = (P,Q, R) entonces el rotacional de F es

Rot F =

������ ı̂̂ı̂ı ȷ̂̂ȷ̂ȷ k̂̂k̂k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

������ = (Ry −Qz , Pz − Rx , Qx − Py).

El gradiente, la divergencia y el rotacional se puede expresar en términos del operador “nabla”,

∇ =

(
∂

∂y
,

∂

∂y
,

∂

∂y

)
Este operador lo aplicamos como si fuera un vector. De esta manera,

∇f =

(
∂

∂y
,

∂

∂y
,

∂

∂y

)
f =

(
∂ f

∂y
,
∂ f

∂y
,
∂ f

∂y

)
∇ · F =

(
∂

∂y
,

∂

∂y
,

∂

∂y

)
(P,Q, R) =

∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z

∇ × F =

(
∂

∂y
,

∂

∂y
,

∂

∂y

)
× (P,Q, R) = (Ry −Qz , Pz − Rx , Qx − Py)

Circulación y vorticidad. La “vorticidad” es la tendencia de un fluido que se mueve a girar un objeto que
es arrastrado por este fluido.

La “circulación” es el movimiento total del fluido amedida que viaja a lo
largo de una curva. La circulación de un fluido sobre una circunferencia
C en un plano z = c se mide con la componente tangencial de F, es

decir, se mide con F · T donde T =
r′(t)

| |r′(t)| | .
———
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El “movimiento total” del fluido sobre C se obtiene integrando respecto a la longitud de arco,

circulación =

∫
C

F · T ds =

∫
C

F · dr

Si la circunferencia es C : r(t) = (a + r cos t) ı̂̂ı̂ı + (a + r sen t) ȷ̂̂ȷ̂ȷ + c k̂̂k̂k con t ∈ [0, 2π] y si F(x, y, z) =
(−ky, 0, 0), entonces Rot F = (0, 0, k) y

circulación =

∫
C

F · dr = kπr2 = Rot F ·NNNz Acírculo

Sobre un cuadrado tenemos algo parecido. Sea C la frontera de un cua-
drado, orientada contrareloj, en el plano z = c. Supongamos que cada
uno de sus lados miden L y que estos lados son paralelos a los ejes. Co-
mo antes F = (−ky, 0, 0). En este caso, F ·T = 0 en loa lados paralelos al
eje Y , En el lado de arriba (y = b+L) la velocidad tangencial es k(b+L)
y el lado de abajo (y = b) la velocidad tangencial es −kb; por lo tanto,———

circulación = k(b + L)L − kbL = kL2 = Rot F ·NNNz Acuadrado
Con un (buen poco) de esfuerzo, podemos calcular la circulación de F a através de la frontera de rectán-
gulos en los otros planos y generalizar este comportamiento local para llegar a la conclusión de que si S1 es
una superficie orientada, entonces

circulación de F a través de ∂S1 = Flujo de Rot F a través de S1∫
∂S1

F · T ds =

x

S1

Rot F ·NNNdS =

x

D

“circulación microscópica de F” dA

Orientación positiva de C = ∂S1 respecto a NNN. El teorema de Stokes (o de Green el el espacio) requiere
que la curva esté orientada “positivamente”, esto significa que la orientación de la curva debe ser tal que
gire contra-reloj respecto al vector normal unitario NNN.

Figura 16.11: Orientación positiva de C respecto a N.

Teorema 16.1 (Teorema de Stokes).

Sea S1 una superficie orientable, regular a trozos y limitada por una curva C = ∂S1 , cerrada y
regular a trozos. Si F = (P,Q, R) es de clase C1 sobre S1 y si NNN (el vector normal unitario) es
elegido de tal manera que C tiene orientación positiva, entonces∫

C

F · dr =

x

S1

Rot F ·NNNdS

El teorema de Stokes se puede extender a dos o más curvas cerradas.
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Ejemplo 16.8

Sea S la superficie de ecuación z = 2 tal y como se muestra
en la figura. La curva C es la frontera de S. Si

F(x, y, z) = 3y ı̂̂ı̂ı−xz ȷ̂̂ȷ̂ȷ + yz2 k̂̂k̂k

a.) Calcular
∫
C

F· dr con la definición de integral de línea.

b.) Utilice el Teorema de Stokes para calcular
∫
C

F · dr.

Solución: Una parametrización para C es

r(t) = 2 cos t︸︷︷︸
x(t)

ı̂̂ı̂ı + 2 sen t︸ ︷︷ ︸
y(t)

ȷ̂̂ȷ̂ȷ + 2︸︷︷︸
z(t)

k̂̂k̂k, t ∈ [0, 2π]

a.) n ∫
C

F · dr =

∫
C

F(r(t)) · r′(t)dt

=

∫ 2π

0
(3 · 2 sen t,−(2 cos t)(2), (2 sen t)(2)2) · (−2 sen t, 2 cos t, 0)dt

=

∫ 2π

0
− 12 sen2 t − 8 cos2 t dt = −20π

b.) La superficie es S : z = 2 y la proyección es el círculo x2 + y2 = 4. El vector NNN se debe tomar

de acuerdo a la regla de la mano derecha: NNN =
(−zx ,−zy , 1)

| |(−zx ,−zy , 1)| |
= (0, 0, 1).

Luego, Rot F = (x + z2 , 0, −3 − z). Entonces,

∫
C

F · dr =

∫∫
S

Rot F ·NNNdS =

∫∫
Rxy

(x + z2 , 0,−3 − z) · (0, 0, 1)dA =

∫∫
Rxy

−3 − z dA

=

∫∫
Rxy

−5dA, pues S : z = 2

=

∫ 2π

0

∫ 2

0
−5r dr dθ = −20π
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Ejemplo 16.9

Utilice el teorema de Stokes para calcular
∫
C

F · dr donde

F(x, y, z) = 3y ı̂̂ı̂ı−xz ȷ̂̂ȷ̂ȷ+yz2 k̂̂k̂k y C es la curva de intersección
entre el paraboloide 2z = x2 + y2 y el plano z = 2, tal y
como se muestra en la figura.

Solución: La curva es borde de dos superficies, el plano
z = 2 y también del paraboloide 2z = x2 + y2. ¿Cuál
superficie escoger, el paraboloide o el plano?.

De acuerdo al Teorema de Stokes, se puede escoger cualquiera de las dos. La más simple es el plano
z = 2. Si S : z − 2 = 0 entonces NNN = ±(0, 0, 1). ¿Cuál signo se escoge?.

Las integrales
∫
C

F · dr y
x

S1

Rot F ·NNNdS tienen el mismo valor si NNN se escoge de acuerdo a la regla

de la mano derecha (sino, difieren en el signo), en este caso particular y de acuerdo a la orientación
de C, el que se debe escoger es NNN = (0, 0, 1).

∫
C

F · dr =

x

S1

Rot F ·NNNdS

=

x

rxy

(z2 + x, 0, −z − 3) · (0, 0, 1)dA,

=

∫ 2π

0

∫ 2

0
(−z − 3)r dr dθ =

∫ 2π

0

∫ 2

0
(−2 − 3)r dr dθ = −10 θ

��2π
0 = −20π.

Ejemplo 16.10

Calcular
∫
C

F · dr si F(x, y, z) = (yz, x, z2). C es la frontera de la superficie S1 : y = x2 + 1

limitada porlos planos z = 5 − y y z = 0, como se ve en la figura.

N

Solución: Vamos a resolver el problema de dos maneras: Proyectando S1 sobre XZ y proyectando
S1 sobre YZ.
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Proyectando S1 sobre el plano XZ. Como S1 : y = 1 + x2 , un vector normal es NNN1(x, y, z) =

±(−yx , 1,−yz). El normal adecuado es NNN1(x, y, z) = (yx ,−1, yz) = (2x,−1, 0). En la figura aparece
el vector NNN1(1, 2, 2) = (2,−1, 0). Rot F = (0, y, 1 − z).

∫
C

F · dr =

x

S1

Rot F ·NNN dS

=

∫ 2

0

∫ √
4−x2

0
(0, y, 1 − z) · (2x,−1, 0)dzdx

=

∫ 2

0

∫ √
4−x2

0
−y dzdx =

∫ 2

0

∫ √
4−x2

0
−x2 − 1dzdx = −48/5.

Proyectando S1 sobre el plano YZ. Como S1 : x =
√
1 − y, un vector normal es NNN1(x, y, z) =

±(1,−xy ,−xz). El normal adecuado es NNN1(x, y, z) =
(
1, −1

2
√
y − 1

, 0
)
. Rot F = (0, y, 1 − z).

∫
C

F · dr =

x

S1

Rot F ·NNN dS

=

∫ 5

1

∫ 5−y

0
(0, y, 1 − z) ·

(
1, −1

2
√
y − 1

, 0
)
dzdy

=

∫ 5

1

∫ 5−y

0
− y

2
√
y − 1

dzdy = −48/5.

Ejemplo 16.11

Sea S1 : y = 4 − x2 − z2 en el primer octante y

C = ∂S1. Calcular
∫
C

F · dr si F(x, y, z) = (xy, z, y)

Solución: La ecuación de la superficie S1 es
y = 4 − x2 − z2. Vamos a proyectar sobre el
plano XZ. El vector normal adecuado para que
se cumpla la identidad del teorema de Stokes es
NNN1(x, y, z) = (−yx , 1,−yz) = (2x, 1, 2z). Para ver esto,
tome un punto de la superficie S, digamos (1, 2, 1).
En este caso N1(1, 2, 1) = (2, 1, 2). Al trasladarlo a la
superficie, vemos que es el vector adecuado. Figura 16.12: Curva C.
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• Rot F = (0, 0,−x).

∫
C

F · dr =

x

S1

Rot F ·NNN dS

=

x

D

(0, 0,−x) · (2x, 1, 2z)dzdx

=

∫ 2

0

∫ √
4−x2

0
−2xz dzdx = −4.

Ejemplo 16.12

Sea Q el sólido limitado por las superficies
S1 : z = sen(xy), S2 : x =

π

2 y S3 : y = x .

Calcule
∫
C

F · dr si F = (z, x, x) y C es la

frontera de la superficie S1.

X

C

N

Solución: Como S1 : z = sen(xy), entonces NNN1(x, y, z) = (−y cos(xy), −x cos(xy), 1). Tomamos un
punto de la superficie, digamos (1, 1, sen(1)), en la figura de arriba se muestra la traslación del
vector NNN1(1, 1, sen(1)); se nota que la curva C no está orientada positivamente, así que debemos
tomar NNN1 = (y cos(xy), x cos(xy), −1).

Ahora, Rot F = (0, 0, 1); proyectamos sobre el plano XY , la región de integración es el triángulo
0 ⩽ x ⩽ π/2 y 0 ⩽ y ⩽ x.

∫
C

F · dr =

x

S1
Rot F ·NNNdS

=

∫ π/2

0

∫ x

0
(0, 0, 1) · (y cos(xy), x cos(xy), −1)dydx =

∫ π/2

0

∫ x

0
− 1dydx =

π2

8
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Ejemplo 16.13

Sea F(x, y, z) = (x + y, 2x − z, y + z) y S1 la porción
del plano 3x + 2y + z = 6 en el primer octante. Sea C

la frontera de la superficie S1. Calcular
∫
C

F · dr.

Solución: La ecuación de la superficie S1 es
z = 6 − 3x − 2y. La curva está orientada
a favor de reloj respecto al vector normal
N1 = (−zx ,−zy , 1) = (3, 2, 1), como se ve en
la figura, por lo tanto debemos usar el vector
N1 = (zx , zy ,−1) = (−3,−2,−1). Recordemos que no
necesitamos hacerlo unitario por la cancelación de normas
en la integral de superficie.

————

X

Y

• Rot F = (2, 0, 1).∫
C

F · dr =

x

S1

Rot F ·NNN dS

=

x

D

(2, 0, 1) · (−3,−2,−1)dydx = −
∫ 2

0

∫ 3−3/2x

0
7 dydx = −21.

Ejercicios

R 16.3.1 Sea F(x, y, z) = −y ı̂̂ı̂ı + z ȷ̂̂ȷ̂ȷ + (x + z) k̂̂k̂k.

Use el teorema de Stokes para calcular
∫
CCC

F · dr
donde C es la curva de la figura que sigue.
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R 16.3.2 Sea F(x, y, z) = 2yz ı̂̂ı̂ı − 4x ȷ̂̂ȷ̂ȷ − 3z2 k̂̂k̂k,
y sea C = C1 + C2 + C3 la curva que se obtiene
al intersecar la superficie z = 4 − x2 con el plano
y + z = 6, tal y como se muestra en la figura.

a.) Calcular
∫
C1

FFF · dr

b.) Calcular
∫
C

FFF · dr

R 16.3.3 Plantee las integrales necesarias para

calcular
∫
C

F · dr si F(x, y, z) = 3y ı̂̂ı̂ı − xz ȷ̂̂ȷ̂ȷ +

yz2 k̂̂k̂k y C es el camino indicado en la figura a la
derecha.

R 16.3.4 Calcule
∫
C

F · dr donde C es el camino
que se representa en la figura a la derecha y
además F es el campo de fuerzas: F(x, y, z) =

x2 ı̂̂ı̂ı + 4xy3 ȷ̂̂ȷ̂ȷ + xy2 k̂̂k̂k .

X

Y

R 16.3.5 Considere el campo de fuerzas

F(x, y, z) = z2y cos(xy) ı̂̂ı̂ı+z2x(1+cos(xy)) ȷ̂̂ȷ̂ȷ+2 sen(xy) k̂̂k̂k.

Calcule
∫
C

F · dr si C es el camino que se indica
en la figura a la derecha.

X

Y

Z

1

R 16.3.6 Usando el Teorema de Stokes calcule

la integral
∫
C

F · dr donde F(x, y, z) = xy ı̂̂ı̂ı +

yz ȷ̂̂ȷ̂ȷ + xz k̂̂k̂k y C es el camino indicado en la
figura a la derecha.

X Y

Z
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R 16.3.7 Sea F(x, y, z) = (x2 − y, yz− x, x+ 2y).
Calcule la integral de línea

∫
CCC

F · dr , dondeCCC es
la curva que se muestra en la figura de la derecha.

plano

R 16.3.8 Sea F(x, y, z) = (x + z, 2y, y − z).
Calcule la integral de línea

∫
CCC

F · dr , donde
CCC = CCC1 + CCC2 + CCC3 tal y como se muestra en la
figura de la derecha.

plano

R 16.3.9 Calcule la integral
∫
C

FFF · drrr donde

F = (zx, zy, x) y además C = C1 +C2 +C3 +C4
es la curva que se muestra en la figura.

R 16.3.10 Sea F(x, y, z) = −y2 ı̂̂ı̂ı+z ȷ̂̂ȷ̂ȷ+x k̂̂k̂k. Con-
sideremos la superficie de la figura, S = S1

⋃
S2

y la curva C = C1 + C2 + C3 + C4 el borde de la
superficie S.

a.) Calcular
∫
CCC

F · dr usando la definición de
integral de línea.

b.) Calcular
∫
CCC

F · dr usando el Teorema de
Stokes

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 


16.4. TEOREMA DE LA DIVERGENCIA. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 22

16.4 Teorema de la Divergencia.

Ahora nos interesa analizar el flujo de un campo vectorial FFF(x, y, z) = (P,Q, R) continuamente diferen-
ciable, a través de la frontera S = ∂E de un sólido simple E, en la dirección del vector normal unitario
exterior a S = ∂E. El flujo total se puede separar entre el flujo que entra y el flujo que sale, en cada cara
del sólido el flujo podría ser distinto.

Divergencia significa “alejarse de”. Intuitivamente, la “divergencia” es la densidad de flujo o flujo neto
por unidad de volumen; es la cantidad de flujo que entra o sale en un punto y se calcula como el “cambio
de flujo total”, es decir, la suma del cambio de F en la dirección de X, el cambio de F en la dirección de
Y y el cambio de F en la dirección de Z.

En un caso sencillo, se toma un cubo E centrado en (a, b, c) con aristas paralelas a los ejes. Calcular el
flujo sobre S = ∂E requiere calcular el flujo sobre cada una de las caras.

En la cara que contiene al punto (a + ∆x/2, b, c) (punto rojo en la figura anterior) la estimación del flujo
total FFFtx+ sería

Ftx+ ≈ FFF(a + ∆x/2, b, c) · (1, 0, 0)∆y∆z = P(a + ∆x/2, b, c)∆y∆z

En la cara (opuesta) que contiene al punto (a − ∆x/2, b, c) la estimación del flujo total FFFtx− sería

Ftx− ≈ FFF(a + ∆x/2, b, c) · (−1, 0, 0)∆y∆z = −P(a − ∆x/2, b, c)∆y∆z

Luego el flujo total estimado en ambas caras sería,

Ftx+ + Ftx− ≈ [P(a + ∆x/2, b, c) − P(a − ∆x/2, b, c)]∆y∆z =
∂P

∂x
(a, b, c)∆x∆y∆z si ∆x ≈ 0

De manera similar, si ∆V es el volumen de la caja, el flujo total en las caras paralelas a los planos y = 0 y
z = 0 sería aproximadamente ∂Q

∂y
(a, b, c)∆V y ∂R

∂z
(a, b, c)∆V , respectivamente.

Así, el flujo total a través de S = ∂E con vector normal exterior, sería aproximadamente

(
∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z

)����
(a,b,c)

∆V
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Así, el flujo total que pasa a través de la frontera de una pequeña caja de centro (a, b, c) es un escalamiento
del volumen, el factor de escalamiento ∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z
, evaluado en el centro, se llama divergencia.

Definición 16.3

La divergencia del campo vectorial FFF = (P,Q, R) es el campo escalar

DivFFF =
∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z

Si FFF es continuamente diferenciable, DivFFF es continuo y si Ei es una caja de diámetro pequeño, entonces

DivFFF∆V ≈
y

Ei

DivFFF dV

Pero como DivFFF∆V es aproximadamente el flujo total a través de la frontera de Ei , en la dirección del
vector normal exterior, entonces

y

Ei

DivFFF dV ≈
x

∂Ei

FFF ·NNNdA

La generalización es llamada el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss.

Teorema 16.2 (Teorema de la Divergencia).

Sea E un sólido limitado por una superficie orientable S y sea NNN el vector normal unitario siempre
exterior a E. Si FFF es un campo vectorial de clase C1 sobre E entonces

y

E

DivFFF dV =

x

S

FFF ·NNNdS

donde DivFFF = Px +Qy + Rz si FFF = (P,Q, R).

Como estamos asumiendo N exterior a E, entonces
x

S

FFF ·NNNdS calcula “el flujo neto que sale” de E . Si

no usamos el teorema de la divergencia, tendríamos que ajustar en cada superficie el vector N para que
quede exterior al sólido E.
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Ejemplo 16.14

Calcular
x

S

FFF ·NNNdS si FFF(x, y, z) = (z + 1) k̂̂k̂k, S

es la frontera del sólido E limitado por el cilindro
x2 + y2 = 1, el plano z = 2+ y y z = 0, como se ve en
la figura, y NNN es el vector unitario siempre exterior a
E.

Solución: En vez de calcular la integral sobre cada
una de las tres superficies que conforman la frontera
de E (ver los ejemplos 16.2, 16.2 y 16.5), usamos el
teorema de la divergencia.

• FFF(x, y, z) = (0, 0, z + 1) y DivFFF = 0 + 0 + 1 = 1.

Proyectando sobre el plano XY y usando coordenadas cilíndricas, tenemos

x

S

FFF ·NNNdS =

y

E

DivFFF dV

=

x

D

∫ 2+y

0
1dzdA (la cantidad de flujo coincide con el volumen de E!)

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 2+r senθ

0
1 r dz dr dθ = 2π

La importancia de que NNN se exterior a E. Se pide NNN se exterior a E por convenio, para medir el flujo en
esa dirección. Si NNN no es siempre exterior a E, el flujo neto, por supuesto, cambia.

Consideremos los ejemplos 16.2, 16.2 y 16.5. El cálculo de la integral de flujo se hizo siempre con

NNN1 = (−fx , −fy , 1)
pero este vector no siempre es exterior a E. En el caso de la superficie Sa (figura siguiente), este vector
no es exterior y

x

Sa

FFF ·NNNdS = π.
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El resultado es
x

S

FFF ·NNNdS =

x

Sa

FFF · (−NNN)dS +
x

Sb

FFF ·NNNdS +
x

Sc

FFF ·NNNdS = −π + 3π + 0 =

y

E

DivFFF dV = 2π

Ejemplo 16.15

Calcular
x

S

FFF ·NNNdS si

FFF(x, y, z) = y cos x ı̂̂ı̂ı + 1
2 y2 sen x ȷ̂̂ȷ̂ȷ + z k̂̂k̂k

y S es la frontera del sólido E comprendido entre las
superficies z = 1 + y, x2 + y2 = 1 y z = 0, y NNN es el vector
normal unitario siempre exterior a E.

Solución: Podemos usar el teorema de la divergencia.
La proyección del sólido sobre el plano XY es un círculo
x2 + y2 = 1.

• DivFFF = −y sen x + y sen x + 1 = 1.

—–

x

S

FFF ·NNNdS =

y

E

DivFFF dV

=

x

D

∫ 1+y

0
1 r dz dA

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1+r senθ

0
r dz dr dθ =

∫ 2π

0

∫ 1

0
(1 + r sen θ)r drdθ = π

Ejemplo 16.16

Sea E el sólido limitado por las superficies
Sa : z = sen(xy), Sb : x =

π

2 y Sc : y = x.

Sea S la frontera del sólido E y NNN es el vector normal
unitario y exterior a E.

Calcule
x

S1

FFF ·NNNdS si FFF =

(
x3

3 , z, yx

)
.

Solución: Podemos usar el teorema de la divergencia.
La proyección del sólido sobre el plano XY es el
triángulo 0 ⩽ x ⩽ π/2 y 0 ⩽ y ⩽ x.

• DivFFF = x2
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x

S

FFF ·NNNdS =

y

E

DivFFF dV

=

∫ π
2

0

∫ x

0

∫ sen(xy)

0
x2 dzdydx

=

∫ π
2

0

∫ x

0
x2 sen(xy)dydx =

∫ π
2

0
x − x cos

(
x2
)
dx =

1
8

(
π2 − 4 sen

(
π2

4

))

Ejemplo 16.17

Calcular
x

S

FFF ·NNNdS si FFF(x, y, z) = x ı̂̂ı̂ı + y ȷ̂̂ȷ̂ȷ + z k̂̂k̂k y S

es la frontera del sólido E comprendido entre las superficies
z = 10−x2−y2 y z = 2+x2+y2 , y NNN es el vector normal unitario
siempre exterior a E.

Solución: Podemos usar el teorema de la divergencia.

• FFF(x, y, z) = (x, y, z) y DivFFF = 1 + 1 + 1 = 3.

• La proyección del sólido sobre el plano xy es un círculo de radio 2 pues

z = 10 − x2 − y2 ∩ z = 2 + x2 + y2 =⇒ 4 = x2 + y2.

Usando coordenadas cilíndricas obtenemos,

x

S

FFF ·NNNdS =

y

E

DivFFF dV

=

x

D

∫ 10−x2−y2

2+x2+y2
3dzdA

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 10−r2

2+r2
3r dz dr dθ = 48π
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Ejercicios

R 16.4.1 Consideremos el campo de fuerzas FFF
con

FFF(x, y, z) = (x+sen(y)) ı̂̂ı̂ı+(ln(xz)−y) ȷ̂̂ȷ̂ȷ+(2z+arctan(xy)) k̂̂k̂k

Calcule la integral de superficie
x

SSS

FFF ·NNNdSdSdS donde

SSS es la frontera del sólido E, el cual se muestra
en la figura a la derecha y NNN es el vector normal
unitario siempre exterior a E.

Sólido E

R 16.4.2 Use el teorema de la divergencia para
calcular

x

S

FFF ·NNNdS donde S es la frontera del

sólido E , limitado por la superficie z = x2+y2+5
y el plano z = 10, tal y como se muestra en la
figura a la derecha, FFF(x, y, z) = 2x ı̂̂ı̂ı+ y ȷ̂̂ȷ̂ȷ+ z k̂̂k̂k y
N es el vector normal unitario exterior a E.

1

E

R 16.4.3 Sea FFF(x, y, z) = xy2 ı̂̂ı̂ı + x2y ȷ̂̂ȷ̂ȷ + y k̂̂k̂k y
sea S es la frontera del sólido E limitado por

S1 : x2 + y2 = 1, S2 : z = 1 y S3 : z = −1
´
como se ve en la figura. Calcule

x

S

FFF ·NNNdS don-

de NNN es el vector normal unitario exterior a E.

R 16.4.4 Sea S la frontera del sólido E limitado
por la esfera x2+y2+z2 = 2 y el cono 2z2 = y2+x2,
tal y como se muestra en la figura.

Si FFF(x, y, z) = xz ı̂̂ı̂ı+x arctan(xz) ȷ̂̂ȷ̂ȷ+ z2

2 k̂̂k̂k, calcular
x

E

FFF ·NNNdS si NNN es el vector normal unitario

siempre exterior a E.

X

Y
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R 16.4.5 Sea E el sólido que se muestra en la
figura a la derecha y sea S la frontera de E, es
decir, S = ∂E . Calcule

x

S

FFF ·NNNdS donde

F(x, y, z) = (x3 + sen z, x2y + cos z, tan(x2 + y2))

y NNN es el vector normal unitario siempre exterior
a E.

R 16.4.6 Sea FFF(x, y, z) = (z2 + 2) k̂̂k̂k y S
la frontera del sólido Q, el cual se muestra a
la derecha, y N es un vector normal exterior a E.

a.) Calcule
x

S

FFF ·NNNdS sin usar el Teorema de la

Divergencia.

b.) Calcule
x

S

FFF ·NNNdS usando el teorema de la

Divergencia.

R 16.4.7 Sea FFF(x, y, z) = 3y ı̂̂ı̂ı − xz ȷ̂̂ȷ̂ȷ + yz k̂̂k̂k, S
es la frontera del sólido E, el cual se muestra a la
derecha, y N es un vector normal exterior a E.

a.) Calcule
x

s

FFF ·NNNdS sin usar el Teorema de la

Divergencia.

b.) Calcule
x

s

FFF ·NNNdS usando el teorema de la

Divergencia.

16.5 Solución de los ejercicios

16.2.1 R Vamos a proyectar sobre el plano XY. La proyección es el círculo x2 + y2 ⩽ 2.

• Como z =
√
9 − x2 − y2 entonces podemos poner NNN =

(−x/z, −y/z, 1)
| |(−x/z, −y/z, 1)| | . Luego,
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x

S

FFF ·NNNdS =

x

S

(y,−x, 8z) · (−x/z, −y/z, 1)
| |(−x/z, −y/z, 1)| | | |(−x/z, −y/z, 1)| | dA

=

x

D

8z dA

=

∫ 2π

0

∫ 2

0
8
√
9 − r2 r drdθ

=
16π(53/2 − 93/2)

−3

16.2.2 R Observe que debe calcular con N siempre exterior al sólido E.

x

S

FFF ·NNNdS = π

16.2.3 R

x

S

FFF ·NNNdS =

x

Rxy

(x, y, 1 + x2 + y2) · (−2x,−2y, 1)dA =

∫ 2π

0

∫ √
2

0
(1 − r2)r drdθ

16.2.4 R

x

SSS

FFF ·NNNdSdSdS =

∫ 3

1

∫ 3

0
(0, x + y, 1 − (x − 2)3) · (−3(x − 2)2 , 0, 1)dydx

=

∫ 3

1

∫ 3

0
(1 − (x − 2)3)dydx

=

∫ 3

1

∫ 3

0
(−x3 + 6x2 − 12x + 9)dydx

= 3
∫ 3

1
(−x3 + 6x2 − 12x + 9)dx = 3

(
−x4

4 + 2x3 − 6x2 + 9x
)����3
0
= 6

16.2.5 R Proyectamos sobre XY

AS =

x

SSS

dSdSdS

=

∫ π/2

π/4

∫ √
3

1

√
1 + 4r2 r dr dθ

=
1
12

∫ π/2

π/4
(1 + 4r2)3/2

���√3
1

dθ =
π

48 (13
√
13 − 5

√
5)
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16.2.6 R Proyectamos sobre XY.

x

SSS

FFF ·NNN dSdSdS =

∫ 2

1

∫ 4

y

(xy, x, z + 1) · (0, 2y, 1)dxdy

=

∫ 2

1

∫ 4

y

2xy + z + 1 dxdy

=

∫ 2

1

∫ 4

y

2xy + 4 − y2 + 1 dxdy

16.3.1 R Aplique el teorema de Stokes con las superficies de la figura que sigue.

S1

S2

16.3.2 R Una parametrización para C1 es r1(t) = (t, 2 − t2 , 4 − t2), con t ∈ [0, 2].

a.)
∫
C1

FFF · dr =

∫ 2

0

(
2(2 − t2)(4 − t2), −4t, −3(4 − t2)2

)
· (1, −2t, −2t) dt

b.) Usamso el teorema de Stokes. Proyectamos sobre XZ∫
C

FFF · dr =

∫ 2

0

∫ 4−x2

0
(0, 2y, −4 − 2z) · (0, 1, 1) dzdx

16.3.3 R

16.3.4 R Se omite.

16.3.5 R Se omite.
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16.3.6 R Se omite.

16.3.7 R

Rot (F) =

������ ı̂̂ı̂ı ȷ̂̂ȷ̂ȷ k̂̂k̂k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2 − y yz − x x + 2y

������ = (2 − y,−1, 0)

Un vector normal para y = 2x es N1 = (2,−1, 0), pero la curva gira a favor de reloj respecto a N1 , por lo
que ha que ajustar el signo.

Así

∫
C

Fdr = −
x

SSS

Rot (F) ·NNNdA

= −
x

R

(2 − y,−1, 0) · (2,−1, 0)dA

= −
x

R

(−2y − 3)dA

= −
∫ π

2

0

∫ 1

0
(−2(2r cos θ) − 3)rdrdθ

= −
∫ π

2

0

(
−4r

3

3 cos θ − 3r
2

2

)����r=1
r=0

dθ

= −
∫ π

2

0

(
−4
3 cos θ − 3

2

)
dθ

= −
(
−4
3 sen θ − 3θ

2

)����π2
0

= −−4
3 + 3π

4

16.3.8 R

Se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Stokes (Teo de Green en el espacio). Podemos
tomar como la superficie S, la porción del plano z = 2 − x limitada por el cilindro x2 + y2 = 1. Entonces
un vector normal que nos sirve es NNN = (1, 0, 1) .
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R 16.5.1 Sea Q el sólido limitado por
y + z = 6, 4x − 4y − z = 0, z = 4 − x2, z = 0 y
x = 0, tal y como se muestra en la figura.

a.) Calcular
∫
C

F · dr si F(x, y, z) = (x, x, z) y
C es la frontera de la superficie S1 en la
figura.

b.) Calcular
x

∂Q

F ·NNNdS donde F(x, y, z) =

(x, y, z), ∂Q es la frontera del sólido Q
y NNN es el vector vector normal unitario
exterior.

Como F(x, y, z) = (x + z, 2y, y − z), entonces
Rot F = (1, 1, 0).∫

CCC

F · dr =

x

S

Rot F ·NNNdS

=

∫ π/2

0

∫ 1

0
(1, 1, 0) · (1, 0, 1) r dr dθ = π/4

plano

16.3.9 R

C es una curva cerrada simple, suave a trozos. Podemos usar el Teorema de Stokes (T. Green en el espa-
cio). Tenemos dos opciones, proyectar sobre el plano XY o sobre el plano YZ.

Proyectando sobre el plano XY. En este caso, S : z = 4 − x2 y N = (−zx , −zy , 1) = (2x, 0, 1).

∫
C

FFF · drrr =

x

S

RotF ·N dS

= −
x

rxy

(−y, x − 1, 0) · (2x, 0, 1) dA

= −
∫ 2

0

∫ x2+1

0
−2xy dydx =

62
3 ≈ 20.6667

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 


16.5. SOLUCIÓN DE LOS EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 33

Proyectando sobre el plano YZ. En este caso, S : x =
√
4 − z y N = (1, −xy ,−xz) =

(
1, 0, 1

2
√
4 − z

)
.∫

C

FFF · drrr =

x

S

RotF ·N dS

= −
x

rxy

(−y, x − 1, 0) ·
(
1, 0, 1

2
√
4 − z

)
dA (∗)

= −
∫ 4

0

∫ 5−z

0
−y dydz =

62
3 ≈ 20.6667

Nota. La integral (∗) no es impropia pues al hacer el producto punto, el integrando es una función acotada.
Las discontinuidades en un integrando acotado no afectan la integral sin constituyen un conjunto de
medida cero.

16.3.10 R

1.
∫
CCC

F · dr =

∫
CCC1

F · dr +
∫
CCC2

F · dr +
∫
CCC3

F · dr +
∫
CCC4

F · dr

a) −C1 : r1(t) = (t, t, 0) t ∈ [0, 1] =⇒
∫
CCC1

F · dr = −
∫ 1

0
−t2 dt = 1

3

b) C2 : r2(t) = (0, 0, t) t ∈ [0, 1] =⇒
∫
CCC2

F · dr =

∫ 1

0
0dt = 0

c) C3 : r3(t) = (0, t, 1 − t) t ∈ [0, 1] =⇒
∫
CCC3

F · dr =

∫ 1

0
1 − t dt =

1
2

d) C4 : r4(t) = (t, 1, 0) t ∈ [0, 1] =⇒
∫
CCC1

F · dr =

∫ 1

0
−12 dt = −1

∫
CCC

F · dr = 1/3 + 1/2 − 1

2.
x

SSS

Rot F ·NNNdSdSdS =

x

SSS1

Rot F ·NNNdSdSdS +
x

SSS2

Rot F ·NNNdSdSdS.

Rot F = (−1,−1, 2y)

Para SSS1 un vector normal es N1 = (1,−1, 0) (acorde con la orientación deCCC).

x

SSS1

Rot F ·NNN1dSdSdS =

x

SSS1

0 dSdSdS = 0

Para SSS2 un vector normal es N2 = (0,−1,−1) (acorde con la orientación deCCC).
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x

SSS2

Rot F ·NNN2dSdSdS =

∫ 1

0

∫ 1

x

1 − 2ydydx = −1/2 + 1/3.

Finalmente,
x

SSS

Rot F ·NNNdSdSdS = 0 + −1/2 + 1/3.

16.4.1 R Se puede aplicar el teorema de divergencia. Div F = 1 − 1 + 2 = 2.

x

SSS

FFF ·NNNdSdSdS =

∫ 2

0

∫ 4−x2

0

∫ 3−x

0
2dydzdx

=

∫ 2

0

∫ 4−x2

0
(6 − 2x)dzdx

=

∫ 2

0
(6 − 2x)(4 − x2)dx

=

∫ 2

0
(2x3 − 6x2 − 8x + 24)dx

=

(
x4

2 − 2x3 − 4x2 + 24x
)����2
0
= 8 − 16 − 16 + 48 = 24

16.4.2 R Se omite.

16.4.3 R • divFFF = y2 + z2

• La proyección es el círculo x2 + y2 ⩽ 1

x

S

FFF ·NNNdS =

y

E

divFFF dV

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

−1
r2 r drdθ

= π

16.4.4 R

Como S = ∂E y NNN es el vector normal unitario siempre exterior a E, podemos usar el teorema de la
divergencia. Proyectando sobre XY tenemos
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x

S

FFF ·NNNdS =

y

E

DivFFF dV =

x

Rxy

∫ √
2−x2−y2

√
(x2+y2)/2

2z dz dA

=

x

Rxy

z2
��√2−x2−y2
√

(x2+y2)/2
dA

=

x

Rxy

(
2 − x2 − y2 − x2 + y2

2

)
dA

=

∫ 2π

0

∫ 2/
√
3

0

(
2 − r2 − r2

2

)
· r drdθ

=

∫ 2π

0

∫ 2/
√
3

0

(
2r − 3

2r
3
)
drdθ

=

∫ 2π

0

2
3 dθ =

4π
3

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

16.4.5 R Como S = ∂E y NNN es el vector normal unitario siempre exterior a E, podemos usar
el teorema de la divergencia. Proyectando sobre XZ tenemos

x

S

FFF ·NNNdS =

∫ 2

−2

∫ 4−x2

0

∫ 5−z

0
4x2 dy dzdx

16.4.6 R

16.4.7 R Se omite.
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