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15.1 Superficies parametrizadas.

Recordemos que un conjunto D C R? es conexo si no puede ser expresado como unién disjunta de dos
conjuntos abiertos no vacios. Intuitivamente, un conjunto conexo es un conjunto de una sola pieza.

D

Figura 15.1: Conjunto conexo Figura 15.2: Conjunto no conexo

Superficie parametrizada. Sea D C R? un conjunto abierto y conexo. Una parametrizacién continua
r: D c R2 — R?, inyectiva sobre D (excepto talvez en la frontera de D) se le llama “parametrizacién
de la superfice” S = r(D). Escribimos

S: r(w,v) =x(w,v) t+y,v) §+2zu,v) k, (u,v) € D.
Curvas en S. Los conjuntos 1(up,v) y 1(u,vg) (con ug y v fijos) son curvas de la superficie S.
Vectores tangentes y un vector normal Sea S : r(u,v) = x(u,v) T+y(u,v) j+z(u,v) k con (u,v) € D.

r es declase C! si x(u,v), y(u,v) y z(u,v) son de clase C! (funciones continuamente diferenciables).
Si P = (up, vo, z(up, vo)) € S, los vectores

ﬁ
ou

ﬁ
ov

ou’ ou’ du

v’ ov’ dv

B (ax oy az)

B (ax dy az)

P P P P

son vectores tangentes a las curvas 1(ug,v) y 1(u,vo) y decimos que estos vectores son tangentes a S en

P. El vector N = (z X E)

es un vector normala S en P.
ou ov

P
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15.1. SUPERFICIES PARAMETRIZADAS. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Definicidon 15.1 (Superficie suave o regular).

Sea D abierto y sea S una superficie parametrizada por r:D c R?> — R3 declase C!. Decimos
or _or
— X —

ou 0v
finito de elementos regulares se dice regular a trozos.

que S es una superficie suave o reqular en (u,v) si # 0. Si S se puede partir en un nimero

Caso S: z =f(x,y)
Una superficie suave S: z = f(x,y), (x,y) € D se puede parametrizar como

r(x,y)=x i+y j+f(x,y) 12, (x,y) € D

0 0
En este caso, a—:; =(1,0,z¢) ¥y é = (0,1, zy) son vectores tangentes en cada punto (x,y).

Un vector normal a la superficie S en P es

SO O (o, =z, 1) # 0
Cox dy o = ’

or T
Llamamos al vector N = @ el vector normal estiandar asociado a r.

— X
0x

. N . Multiplicadores de Lagrange
S:or(uv) = x(u,v) T+ y(u,v) J+z(u,v) k Wolfram CDF Player
4

dr
a = (L 0, z.r)

dr

—=(1,0, zy)
dy ;
Arrastre el punto P

¥

15

&

1.0

0.5

Considere la superficie S: x?+y? <1, z=0. Claramente S es el circulo de radio 1 en el plano
XY, centrado en el origen.
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Para describir a S podemos escribir S : z = 0 en el
dominio D = {x? +y? < 1}. Pero mas conveniente es

parametrizar S como

rx,y)=x t+y 7+ 0- ]2, (x,y) € D.

Sea S la porcién del paraboloide z = x? + y? entre
z =0y z = 1. Entonces S se puede parametrizar
como,

S:r(x,y) =x 4y +(P+y?) k, (x,y) € D ={(x,y) : ¥*+y? <

También, z = x*> + y? se podria ver como circunferen-
cias de radio vz, entonces

S: 1(0,z) = Vzcost i+Vzsint j+z k, 0 € [0,2n[ y z € [0,1].

Sea S1:x*+y? =a?, 0<z<h. S eselcilindro dela figura.
Esta superficie se puede parametrizar como

r(0,z) = acos® i+asen® j+z k, con (0,z) € D =10,27[x[0, h].

15.2 Area de una superficie.

La idea de la definicién de 4rea de una superficie paramétrica consiste en aproximar el drea de S, deno-
tada As, sumando las areas de una familia de trozos de planos tangentes, en una malla de puntos, es

decir el rea de los paralelogramos generados por los vectores escalados Au; 1, y Avj 1. Luego tomados
el limite cuando Av; — 0 y Au; — 0.
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AV

D

D;j|Av;

Aui

7 b)U

Figura 15.3: Aproximacién del drea de una superficie.

Consideremos el caso particular de una regién rectangular. Sea D = [a, b] X [c, d] y sea S una superficie
parametrizada por r(x,y) en D, con r una funcién definida y acotada sobre D. Supongamos que Mp es
una particién de D con n? rectdngulos Di;.Si a =% <x1 <..<Xp=byc=Yyp<yi<..<yn=d
(igualmente espaciados, es decir, si n — oo entonces Ax;, Ay;, — 0), cada rectangulo Dj; tiene un
vértice en (xi,yi). Sea AAj; el drea de la imagen r(Dj;). Cada imagen 1(Djj) es aproximadamente un
paralelogramo si Ax; y Ay; son pequeos (Figura 15.3), es decir, cada imagen r(Dj;) se puede aproxi-
mar muy bien con un trozo de plano tangente en ese punto.

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

\ ar
‘ Qa—m
a oy
Ax=-(P) Y

V.

En el punto r(xi,y;) de la superficie S, el plano tangente T; tiene ecuacién vectorial

Ti(s, t) : v(xi,y5) + trx(xi, yj) + sTy(xi,y5), cont,s € R.

La porcion de superficie de S que es imagen de a Dij se puede aproximar con un paralelogramo: una

porcién de el plano tangente,cuyos lados son Ax; x(xi,Yj), Ay; Ty(xi,y;j). Como es sabido, este parale-
logramo tiene 4rea

||AXi rx(xil U)) X Ay] Ty (Xi/ y])”

n
Sacando los escalares y sumando, tenemos, As ~ Z || Tx(xi, ;) X Ty(xi,Yj)||Ax; Ay; y entonces, dado
1,j=0
que si n — oo entonces Ax;, Ay; — 0, tenemos

mn
As = nlinoo Z [|Tx(pij) X Ty(pij)l|Axi Ay; con pij = (xi,Yi)
{320
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Definicion 15.2 (Area de una superficie).
Sea S una superficie regular definida sobre un conjuno abierto y acotado D. Digamos que

S:r(u,v)=x(u,v) 1+y,v) j+z(u,v) k con (u,v) € D.

or Or
_X_

Entonces, si llamamos dS =
ou Jv

dA, el area As dela superficie S es

or

dA
ov

B,
ou

As:jsfl-ds = fo

Si §=S51U...USy, eslaunién finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en
curvas que forman parte de sus fronteras entonces,

As = A31 ol Asl @ A32 P ooo A7 Ask

La definicion 15.2 dice que debemos integrar sobre el dominio D de la parametrizacién r de la superficie.
El dominio de la parametrizacién puede ser la proyeccién ortogonal de la superficie en los planos donde
se pueda proyectar. Un cilindro generado por una curva C, digamos en el plano XY, no tiene una para-
metrizaciéon con dominio en el plano XY, pero posiblemente si hay una parametrizacién con dominio en
alguno de los otros dos planos cuyo dominio es su proyeccion.

Ejemplo 15.4

Considere la superficie S : z = 1 — x? limitada por
el plano S; : y+z =1 tal y como se muestra en la
figura de la derecha.

Vamos a calcular el area de la superficie S usando dos
parametrizaciéon. El dominio de la parametrizacién
coincide con la proyeccién de la superfice en el plano
respectivo.

Primera manera. Parametrizamos S. Como z = 1 — x2,

S:r(x,y)=xt +yj + 1-x)k con D:{(x,y)ER2:0<X<1 A 0<y<x2}

La superficie estd limitada por el planoy = 1 —z, esdecir y < 1 -z = y < x?. Entonces el
dominio D de la parametrizacion es la proyeccion de la superficie en el plano XY.

or or

a—x ay = ||(1;O, —2X) X (O, ]_,0)” = ||(2x’0, 1)” = \/4)(2 +1
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or o

Aszfsfl-ds — fo T X5

jf Vax2 + 1dA

dA

1 px?
f J V4x2 + 1 dy dx
0 Jo

1
J x2V4x2 + 1 dx ~ 0.6063
0

Segunda manera. Parametrizamos S. Como x = V1 —z,

S:1r(y,z2)=V1-z1 + yj + zk con D={(y,z)€R2:0<Z<1 A 0<y<1—z}

La superficie estd limitada por el planoy = 1 - z, es decir y < 1 — z. Entonces el dominio D de la
parametrizacion es la proyeccion de la superficie en el plano YZ.

or or 1 1 1
— X —|| = (O,]_,O)X(— ,0,1)”:‘(1[01—) — +1
‘39 0z ‘ 2Vi-z 2Vi—z 4(1-2)
or Or
As:fsfl-ds = [ |5z x5 A

D
1
= +1dA
g V 4(1-2)
rl 1—2\/17
= +1d dZ
Jo Jo 4(1-2) e
rl

[ 1

= (1-2) +1dz (No es impropia) Y

Jo 4(1-2)

X
rl
1—

- \/(1 — 22+ —Z dz ~0.6063

JO 4

@ En el ejemplo anterior, el 4rea de la superfice se calculé con parametrizaciones cuyo dominio era
la proyeccién de la superficie sobre los planos XY y YZ respectivamente. La proyeccién de la
superficie sobre el plano XZ es la curva que genera el cilindro y no hay manera de parametrizar
la superficie de tal manera que esta parametrizacién tenga como dominio una regién en el plano
XZ, por eso el drea no se puede calcular proyectando sobre ese plano.
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Caso S: z = f(x,y)

Si S: z=f(x,y), una parametrizacién es r(x,y) = x1+yj+z(x,y) k con (x,y) € D. D esla
proyeccion de la superficie en el plano XY.
or or

3 X 2| = J1+22+23.
e As=([1-as = [[1+2+2}aA
N D

Caso S: F(x,y,z)=0

Si S: F(x,y,z) =0 donde S se puede proyectar uno a uno sobre una regién D del plano XY ysi F
define a z como funciénde x e y ysi F, # 0 entonces z, = —F/F, y zy = —Fy/F, yla férmula

anterior quedaria
,/ +F +F

dA
R

AS:I 1-dS =
S

Area de una superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva
sobre la proyeccién (con interior no vacio) D.

a) Proyectando sobre XY:Si S: z=z(x,y) o S: F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy
F2+F2 +F2
As = jf /1 +z§c +z%| dA otambién Ag = ff % dA conF, #0en Dyy
Dy Dy z

b) Proyectando sobre XZ:Si S: y =y(x,z) o S: F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

As = ﬂ,/1+y§+y§d/\

DXZ
o también
F + F2 + P2
As = ﬂ =X~ Y Z4A con Fy #0en Dy,

¢) Proyectando sobre YZ:Si S: x =x(y,z) o S: F(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,
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As = jf ,/1+xy+deA o también Ag = ff F2+F2 +F2 — =~ dA

Dy Dy

La superficie S : x? + z> = 4 estd e el primer
octante esta limitada por el plano x +y = 5, tal y
como se muestra en la figura de la derecha. Plantee
las integrales necesarias para calcular el drea de la
superficie S.

Wolfram CDF Player

x2

3

x+y=35

Solucién: Primera manera. Podemos proyectar sobre el plano XY. Como S : x2 +z? = 4, podemos

usar la férmula para el 4rea con F(x,y,z) = x> + 22 — 4.

As = f 1-dsS
S
F + F2 +F2
= ﬂ XY Z4A
Dy
_ J‘j /4x +O2 + 472
Doy
= JZJS_Xw/ 16 dydx (Impropia)
B 0 Jo 16—4X2 y p p
= —4+ Bm 10arcsen (E) =—4+5mn
a—2- 2
illTilil Proysscién
Proyeccién x* +y2 =4 ‘Z
.D—

Wolfram CDF Player

x+y=5 N 1

0.5 1.0 15
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Ejemplo 15.6 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular las integrales que dan el 4rea de la superficie 7 Wolfram CDF Player
1 4
S=51+$ j
tal y como se muestra en la figura de la derecha. Zty=2

Solucion: Podemos proyectar sobre el plano YZ. Tene-

mos

As = A51 aty A52

y S1: F(x, vy, z)=x*+y2-4=0.

La superficie S, tiene ecua
Entonces,

As = [T

Dy

cién x

i j

= 2\/5—\/513.

F.+F, +F2
F2 dA + H,/xy+xz+1dA
F27Y 452 2,02 2 p2-y
\/%dzdy +J V3+0+1dzdy
0 X 1 Jo

r1
B Ji2 J

r1 p2-y
B J12Jo \/
B (14 oy
- J1/2 {4 -2

4(4 — 42) + 4u2 2 2 p2-y
3-y)+ Y 0 dzay +J J 2 dzdy
4(4 - y?) 1 Jo

2
dy + J (4-2y)dy ~ 1.674
1
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Ejemplo 15.7 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular el drea de la superficie S: y+x*+z* =4 en
el primer octante.

Solucion: La proyeccién sobre XZ esta limitada por
el circulo x? + z2 = 4 y la ecuacién de la superficie es

S: y=4-x>-22

Figura 15.4: Superficie S

Primera manera: Proyectando sobre XZ (un cuarto de circulo) y usando coordenadas cilindricas.

1+y§+y%dA
IR

DXZ

As

= Trcos6
= fj V1 + 4x% + 422 dA, cambio de variable: { y = y
Dxz rsen0,

r7T/2 p2
= J V1 + 412 c0s2 0 + 412 sen2 0 r drdo
JO 0

x
|

N
|

mT[/Z 2
= J V1 + 412 drdo
0 0

2

NIw

r7T/2 (1+4T2) 7T
= ——| d0 = — (17V17 —1) = 9.04423.
Jo 12 21 { )

(*) Segunda manera: Podemos usar la parametrizacién r(y, 0) = V4 -y cos® 1+y j+ V4 -y sen®d k con y € [0,4] y
0 € [0,7/2].

dy do

0 0
As = ij"éxa—g

/2 4
J I V17/4 -y dy do
0

0

s
= ﬁ(17«/?—1)

Ejemplo 15.8

Calcular el area de la superficie S: y +z = 6 tal y como se ve en la figura (a).
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Z A

Solucion: Como S : y(x,z) = 6 — z, usamos la parametrizaciéon r(x,z) =x1+(6-2))+z k sobre
la regiéon D definida por x € [0, V2] y 2 <z <4-x% Entonces yx =0 y y, = —1. La proyeccién
sobre Dy, se ve en la figura (b).

ff V1 +1J|3c +y% dA

Dz

\/E 4—x2
J J \/5 dzdx
0 J2

As

V2 8
J V22 -x¥)dx = =
0 3

Ejemplo 15.9

Calcular el drea de la superficie de la esfera S : x2+y?+z? = a°. Z cf\

Solucion: Vamos a calcular de dos maneras, parametri-

zando con coordenadas esféricas y parametrizando con
. . | o

coordenadas rectangulares (més complicado). 2

x#

Usamos la parametrizaciéon r(x,y) = xt+yj+va? - x> —y? k. Solo vamos a calcular el drea de la
parte superior de la esfera. El area total la obtenemos multiplicando por dos.

e

X
T T Ao n
as—xc—-y 2+ 2
= As =2[[{1+B+FdA = 2 [[1+ =22 aA
Y D D a=x-y
.Z,y = =

(12—X2—y2

Conviene hacer cambio de variable y usar coordenadas polares. Observe que las derivadas se inde-
finen en la frontera del circulo (si r = a). La integral se calcula desde 0 hasta r =€ con 0 < e < a.
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Al final hacemos € — a.

As = 2H\/1+ ’_‘+yy dA

rdrd6 si; e — a (integral impropia!)

27
S
0 Jo Va2-12

27t
2J a’do = 4d®n
0

€

a
e Para calcular J ——— rdr hacemos u = a? — 12, du = —2rdr. Queda
0 VaZz-—r2

V|
avu
- =¥ =a®-aVa?2-¢e2 — da’sie — a.

_lf 2y
2)e W 21/2| .

,/Fz +TF +F2

Nota: Observe que As también se pudo calcular con As = |F |

F(x,y,z) = x* +y? + 22 — a? = 0. Puesto que esta férmula solo se puede usar si la proyeccién es uno

dA. En este caso

12

a uno con la superficie, solo podemos considerar la parte superior de la esfera. Pasando a cilindricas,

la integral queda igual al calculo anterior.

(*) Segunda manera: Coordenadas esféricas. La esfera la podemos parametrizar con coordenadas esféricas,

S: 10, p)=asen@cosd 1+ asen@send j + acos @ k, con (0, ¢) € D = [0, 2n[x[0, 7|

e — = (—asenbsenq, acosb sen @, 0)
. g [T
or 00 " oz ¢
° @ = (acosO cos@, acos@ senB, —asen @)

27t
dpdo = J J azsen(pd(p do = 4d®m.
0 0

Ejemplo 15.10 (Usando una parametrizacion de S).

Calcular el 4rea del cilindro x> + y?> = a? de altura h, es
decir 0 <z < h.

Solucion: Como ya vimos, la parametrizacion de esta
superficie es

r(0,z) = acos® i+asend J+z k, (0,z) € D = [0,2n[x[0, h].

Luego,
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e 19 =(—asenb, acosb, 0)

e 1,=(0,0,1)

or Oor
YA X 3l = [[(acosB,asenB,0)|| = a.
Entonces, )
or oOor mrh
As :g’%xa dzde = JO L adzdd = 2hma.

15.3 Integral sobre una superfice.

Definicion 15.3

Sea D un conjunto abierto y medible y S una superficie regular parametrizada por la funcién

0 0
—r><—r >0

r(u,v), de clase C! en D = interior(D) U D, donde (u,v) € D, de modo que |5— X =~

para todo (u,v) € D, y r es una biyeccién entre D y S.

Sea f(x,y,z) una funcién definida y acotada sobre S. Se define la integral de superficie de f sobre
S por

or or
— X —|| dA.
ou ov

H f(x,y,2)dS = H f(r(u,v))
S D

Si § =51 U...US, eslaunion finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en
curvas que forman parte de sus fronteras entonces,

ﬂ g(x,y,2)dS = i H g(x,y,2)dS
Si

S i

Integral de superficie con coordenadas rectangulares.
Caso S: z=f(x,y)

Si S: z=1f(x,y) con f declase C! sobre D.

Se puede parametrizar S concon r(x,y) =x1+yj+z(x,y) k con (x,y) € D. Entonces

If g(x,y,z)dS = ff 9(x,y,z(x,y))y/1 + 2% + z§, dA.
S D
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Integral superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva
sobre la proyeccién D (un conjunto con interior no vacio)

a) Proyectando sobre XY:Si S: z=1z(x,y) o S: F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy

ff g(x,y,2)dS = ff 9(x,y,z(x,y)) \J1 + 2% + 23 dA,
s Dy

0, en “version implicita”,

F2+F +F
IJ‘ g(xl U/Z) dS = ff g(xl U/Z(X/ y)) -7 = dA
s o F
xy

b) Proyectando sobre XZ:Si S: y =1y(x,z) o S: F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

[f ety 28 = [[ gt y(x,2),2) Y1 +y2 + 12 dA

S Dx.

0, en “version implicita”,

F2+F2 +F2
JT g(x,y,z)dS = ff g(x,y(x,z),2) # dA
S D Fy

¢) Proyectando sobre YZ:Si S: x =x(y,z) o S: F(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

ff g(x,y,2)dS = jf 9(x(y,2),u,2) {1 +x3 +x2 dA
S Dy2

0, en “version implicita”,

sz +F2 + F2
JI g(X, UIZ) ds = J:[ g(X(y,Z),y,Z) % dA
S Dy x
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Ejemplo 15.11
e

Calcular la integral de superficie ff— dS con S la
V1 + 4x2

porcién de la superficie z = 4 — x2 limitada por el plano
X + 2y =4, como se muestra en la figura

Solucion: En coordenadas rectangulares,

V1+725 +25 = V1 +4x2

4
ﬂ\/‘% - ﬂ \/% Vi+ 42 dA

2 p2-x/2
I J 4dydx = 12.
0 J0

Ejemplo 15.12 (Integrando sobre YZ).

Calcular la integral de superficie 2xyz dS con S la parte del plano y = x limitado por z =
& p p p p
S

x? +1y2, como se muestra en la figura.

Figura 15.5: Superficie S

Solucion: La superficie S solo se puede proyectar en los planos XZ o en YZ. La curva C

de la proyeccién en el plano YZ se obtiene como la interseccién del plano y el paraboloide:
C:y=xnNnz=x*+y> = C: z=24%

Como proyectamos en YZ, entonces S: x =y y +/1+x% +x% = V2. Luego,
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ffoyz il +x%J +x2 dA
D

1 p2y?
J J 2y%z V2dz dy
0 Jo

4\2/7

jf 2xyz dS
S

Ejemplo 15.13

4
Calcular la integral de superficie ff z+2x + 3Y dsS
S

con $ la parte del plano iy 2 =1 situadaenel

2 3

primer octante.

. 4
Solucion: Como S: z=4-2x — 3 y entonces /1 + 2% + z%, = V61/3. Las variables de integracién
son x e Yy asi que debemos sustituir z en el integrando,

ﬂ(z +2x +4/3y) \J1+ 22 + 22 dA

D

2 3—3X/2 4 4 ‘/61
JJ 4-2x—- -y + 2x+ -y| —— dydx
0 Jo 3 3 3

2 3-3x/2
J J 4@dydx:4\/61.
0 J0

ﬂz +2x +4/3y dS
S
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Ejemplo 15.14

Sea a>0yseaI:jf
z=h>0. ’

o

T dS con S el cilindro x2 +y2 = a? limitado por los planos z =0 y
as +z

a.) Calcular I usando coordenadas rectangulares, S: x = y/a? — y2.

b.) Calcular I usando la parametrizacion S1: 1(0,z) = acos® i+ asen® j+z k, (0,z) e D=
[-7t/2,7t/2] X [0, h].

Solucién:

a.) Proyectando sobre YZ, S: x = y/a? —y2. Eneste caso, \/1+xj +x3 = B

02—y2

1 1
jsfmds - £ja2+zzﬁdydz

(la primera integral es impropia),

—(aﬂ+aﬂ)1artan h
) 2)a ¢ al’

¢ a LS|
[t [ e
_a1/a2_y2 0 ac+z

o=l z\"
- —arctan (—)
—-a+e a a 0

= Bm aarcsen(g)

e—0* a

b.) En este caso, esta es la manera facil. Usando la parametrizacién uno-uno

1(0,2z) = acos® i+asend j+z k, (0,2) € D =[-m/2,7/2] x [0, h].

e 19 =(—asenB, acosb, 0)

e 1,=(0,0,1)

or Oor

38 = 3.l = [|[(acosB,asenB,0)| = a.
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ar
az

dzdo = J f - dz d® = 7marctan (—) .
—pij2do Atz a

fsj a2+z2 H a? + 22

Note que usando esta parametrizaciéon no tenemos problemas de singularidades.

—
Ejemplo 15.15
Calcule la integral de superficie
1= [[Inzas
S
o=m/3

con S el casquete de esfera x2+yZ+z2 =1, % <z< 1.

Solucion:

En coordenadas rectangulares S : z = 4/1-x2—-1y?, con z € [1/2,1]. Entonces la proyeccién
sobre el plano XYes el circulo de ecuacién x% +y2 = 3/4. Las variables de integracion son x e y
asi que debemos sustituir z en el integrando,

j InzdS
S

ffln(z),/l +22 +z123 dA
D
fflog( 1-x2-y2 )

T
V3/4log(Vi-12)———=drde (usamos la sustitucién u?=1-12),

L

x? +1y?
1+ ————dA, asamos a polares),
TxZ— (p P )

n(In2 — 1) (laintegral es impropia, se calcula con u — 0).

e Otra manera es usar una parametrizacién del casquete de la esfera basada en coordenadas esféricas. Observe
que los parametros son 6 y ¢. Enestecaso, p=1.

X = sen@ cosB
y = sengsend __ (0, @) = (sen @ cos 0, sen @sen 0, cos @), (0, ) € [0,2n[x[0,7/3].
z = cosg

El valor ¢ = 7t/3 se obtiene de resolver z =1 - cos @ = % Luego,
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e 19 = (—sin® sin @, cos O sin @, 0)

e 1y =(cos0 cosp,cos @ sinh, —sin ¢)

or or
38 X %H =sen @ > 0en [0,7/3],

Las variables de integracién son ¢ y 6, asi que debemos sustituir z en el integrando. Para resolver la integral se

hace la sustitucién u = cos @,

cos 7t/3

27t p7t/3 27t
j InzdS = f In(cos @)sen @ dpdd = —J J In(u)dudd = w(In2 - 1)
0 0 0 1
S

o También podemos usar otra parametrizacién: Como S : x> +y? = 1-2z%, con % < z £ 1; podemos parametrizar

el casquete como

<z<1y0 € [0,2n].

NI =

r(z,8) = V1 —z2cost 1+ V1 —z2sent J +z k con

% X % = ||(—\/1 —z%2cost, —V1-z%sent, —Z)“ =1

En este caso las variables de integracién son z y 0 asi que no hay nada que sustituir en la integral,

27 p1
f InzdS = J J In(z)-1dzd0 = = w(In2 - 1)
3 0 J1/2

15.4 Ejercicios

® 15.4.1 Determine el area de la superficie
S de ecuacién z = x? + y2 que se encuentra
limitada porlos planos z=4, z=1, y=x
y el plano y = 0, tal y como se muestra en
la figura
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15.4.2 Sea S lasuperficie del cono z? = x> +y?

comprendida entre z = 0 y z = 1. Usando inte-
gral de superficie, calcular el drea de la superficie
S.

® 15.4.3 Calcule ff x?> =2y +2dS donde S es
S

la superficie de la figura.

® 15.4.4 Sea S la porcién de superficie de ecuacion
z = 4 — y? limitada por las superficies z = 3, x = 4,
z=0y x =y, tal y como se muestra en la figura de la
derecha. Calcular Jj(ny +z+1)dS
S

® 15.4.5 Calcule la integral de superficie

fj(xz +y%+2)dS

S

donde S es la superficie de ecuacion z = 9—x*—y?,
limitada por el plano z = 0 tal y como se muestra
en la figura a la derecha.

20
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15.4.6 Sea E el solido que se muestra en la
figura a la derecha y sea S la frontera de E, es

decir, S = OE. Calcule fj xy(z+1) dS
S

® 15.4.7 Calcule el &rea de la superficie S tal y
como se muestra en la figura a la derecha.

® 15.4.8 Calcule el 4rea de la superficie S tal y
como se muestra en la figura a la derecha.

® 15.4.9 La superficie S es el trozo del cilin-
dro z — x? = 0 que estd limitado por los planos
y =0, y=xy z=4, enel primer octante. La

Superficie S se muestra en la figura que sigue.

Calcule el 4rea de S.

21
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15.4.10 Determine el drea de la superficie
S de ecuacién z = x? + y? que se encuentra
limitada por los planos z =1, z=3, y=xy
el plano x = 0, tal y como se muestra en la figura.

15.4.11 Calcule el 4rea de la superficie S tal y
como se muestra en la figura a la derecha.

15.5 Solucion de los ejercicios

15.4.1 ') Vamos a proyectar sobre el plano xy. Como se ve en la figura, la proyeccion esta entre

los circulos x> +y2 =1y x> +y2 =2 con 0 < 0 < 7r/4. Entonces
Yy y

As = [[{1+22+22dA
D

= ff\/mwddx

D

/4 p2
J J V4r2 + 1rdrd6, (sustitucion: u = 4r% +1)
0 1

(—5\/§+ 17«/ﬁ) m
43

15.4.2 '3 el circulo x*> +y2 = 1.

2 2
— |2 4.2 _ X Y
dS = \jz5 +z5 +1dA = \/x2+y2+x2+y2+1 dA
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27t

As=|[as = L le/irdrde = V2.
S

15.4.3 '3

15.4.4 ') Proyectamos sobre XY.

2 o4
J‘ j (2xy +z+ 1)V4y?2 + 1 dx dy
1Jy

ff(ny +z+1)dS
S

2 pr4
J J (2xy +4 —y? + 1)V4y2 + 1 dx dy
1Jy

15.4.5 ') Proyectando sobre XY, tenemos S : 9 — x> —y?. Usando coordenadas polares queda

27T p3
H(XZ +12+2)dS = J J 9rVar2 + 1 drde
s 0o Jo

15.4.6 '7 S=S51+S,+S3+Ssdonde S1: y+z=5, Sy: 4-x2,S3:2=0, y S4:y=0.
ny(u 1) dS = ny(u 1)dsS + jfxy(z+ 1) dS + ng(u 1) dS + ny(u 1) dS
S Sq S, S3 Sy

Ahora elegimos los planos de proyeccién para cada superficie.
2 p4-x?
a.) Proyectando sobre XZ, S;: y = 5—z. Entonces ff xy(z+1) dS = J J (x(5-2)(z+ 1)\/5 ?2dzdx
s -2Jo

4 pb-z
b.) Proyectando sobre YZ, S, : x = V4-z. Entonces fjxy(z +1)ds = J V4 -2z y(z +
Sy

0 J0O
44-2)+1
W Taaog e

2 (5
c.) Proyectando sobre XY, S3:z = 0. Entonces ff xy(z+1)dS = J J xy V1 dydx
55 -2Jo

2 p4-x?
d.) Proyectando sobre XZ, S4:y = 0. Entonces ff xy(z+1)dS = J J x-0-zV1 dzdx =0
55 -2Jo
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15.4.7 ﬁ@ Proyectando sobre YZ.

+1dzdy

As=fs1-ds JJ

Jﬁ

27

15.4.8 ﬁ@ Proyectando sobre YZ.

I
< H>
e w
—_

(@)Y

| |e
N

<«

N

+

—_

o,

N

o

«

As=ﬂ1-ds
S

412
0 416 —y?

dy = 67

Observe que dy esimpropia convergen-

J‘* 12
0 /16 —y2

te. Puede usar ‘[ 12 dy = 12arcsen (E) + K
V16 —y? 4

para hacer el calculo.

15.4.9 V’@
= fsf ds

r2 X
J V4x2 + 1dydx
0

r2

= xV4x2 + 1dx

JO

= 5,7577

15.4.10 ‘V’@ Proyectamos sobre XY
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As = ﬂds

S
/2 p\3

= J V1 + 4121 drde
/4 J1
1 (™2 V3 s

- - 1 423/2‘ do = —(13V13 -
- ﬂ/4(+r) 1 5 V13 - 5V5)

15.4.11 \'3@
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