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13.1 Campos conservativos. Teorema fundamental.

Una condicién para que la integral de linea no dependa de la trayectoria que unea A con B es que exista
@ talque F = Vo con ¢ € Cl. En este caso podemos calcular la integral de linea usando cualquier
camino que una A con B o también, usando el Teorema Fundamental para la integral de linea.

Definicion 13.1

Un conjunto D € R™ se dice cornexo si todo par de puntos de D se pueden unir con una curva
regular a trozos contenida en D. Es decir, D es de “una sola pieza”.

Un conjunto D € R™ abierto y conexo se dice simplemente conexo si toda curva cerrada simple C
en D, encierra una region que estd también en D. Es decir, los conjuntos simplemente conexos no

tienen “agujeros”.

Un conjunto D C R™ se dice convexo si para todo par de puntos A,B € D, el segmento de recta
que une A con B estd contenido en D, es decir, {A+t(B—-A): t € [0,1]} c D.

D

D es simplemente conexo, pero no convexo D es conexo pero no simplemente conexo Des convexo
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Definicion 13.2

Sea F un campo vectorial definido sobre un conjunto abierto U. Si ¢ es una funcién diferenciable
sobre U tal que F = Vo, decimos que ¢ es una funcion potencial de F. También decimos que F
es conservativo.

Si U es conexoy F conservativo, las funciones potenciales de F son iguales salvo constantes. También se
puede mostrar quesi F = (P, Q) ysi Py # Qy, entonces F no es conservativo (no tiene funcién potencial).

La condicion Py = Qy es solo necesaria para que F sea conservativo. La condicion es necesaria y suficiente

si U es simplemente conexo?.

Teorema 13.1 (Test de derivadas mixtas).

Sea F=P 1+ Q j esdeclase C! en un conjunto simplemente conexo D del plano. Decimos que
F es conservativo sii

oP _0Q

dy  Ox

Sea F=P 1+Q j+R k esdeclase C! en un conjunto simplemente conexo D del espacio.
Decimos que F es conservativo sii

P _2Q 9P _dR 2Q _ R

dy  ox’ 02z  ox’ 9z Oy

Teorema 13.2 (Teorema Fundamental para integrales de linea).

Sea @ : D ¢ R™ — R una funcién de clase C! donde D es conexo y abierto. Sea C una curva
regular a trozos en D parametrizada por r ysean A =1(a) y B = r(b); se tiene

JC Ve dr = ¢(B) - o(A)

Teorema 13.3 (Campos conservativos).

Sea D simplemente conexo. Sea C una curva orientada y simple contenida en D y parametrizada
por r. Suponemos que C iniciaen A y termina en B. Sea F un campo definido en D.

e F es conservativo &= existe ¢ de clase C! tal que F = Vg, sobre D.

e Si F es conservativo, existe @ de clase C! tal que J F-dr=¢(B)-¢(A)
C

1Un conjunto D es simplemente conexo si cualquier curva cerrada contenida en D tiene todo su interior contenido en D, es

decir, si estd formado por una sola pieza y no contiene “agujeros” (un punto cuenta como un agujero).
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e (Independencia del camino) Si F es conservativo, J F-dr= J F- dr donde C’ es cualquier
Cl

C
curva, contenida en D, regular a trozos y que vade A a B.

e T es conservativo J F- dr = 0 para cualquier curva cerrada simple C contenidaen D.
C

Observe que si I F- dr = 0 para alguna curva cerrada simple C, esto no significa que F sea conserva-

C
tivo. El la parte 3. del ejemplo ?? tenemos un campo con integral nula sobre una elipse pero que no es
conservativo.

2 2
Sea F(x,y,z) = 2xIn(yz) — 5ye*) 1+ (% - Sex) )+ (XZ + 22) k ysea C una curva simple que

une A =(2,2,1) con B =(3,1, e). Calcule I F- dr.

C
Solucién: F es de clase C! en la region D = {(x,y,z) : x >0, y > 0, z > 0}. Esta regi6n es
simplemente conexa.

El campo es conservativo en esta region pues,

oP 2Q 0P R 2Q R
— = _Fe* 2 = = — =2 = pp— —=0= —
dy be” +2x/y ox’ 0z x/z ox’ 0z 0 dy

Luego, podemos calcular la integral de linea usando un camino C’ en D que una A con B o
también podemos calcular una funcién potencial ¢ y usar el teorema fundamental para integrales
de linea.

En este caso vamos a calcular la integral usando una funcién potencial ¢ . Como V¢ = F entonces
©ox =P, (Py:Q/y(pz:R~

5
©x = 2xIn(yz) -5ye* = o(x,y,z)= | 2xIn(yz) —5ye* dx = x2 In(yz) — 5ye* + Ki(y, z).
x2 [ X2
Oy = 5ex = o(x,y,2) = T 5¢*dy = x’Iny - 5ye* + Ka(x, 2).
x2 [ X2
©, = 7_|-2Z = o(x,y,z) = ?+2zdz = x’Inz + 22 + K3(x, y).

Observemos que x*>Iny + x*Inz = x? In(yz). Recolectando primitivas podemos adivinar que

¢(x,y,2) = x* In(yz) - 5ye* + 2% + K
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lo cual podemos aceptar después de verificar que @x =P, @y = Q, y @, = R. Finalmente,

J F- dr = @(B) - @(A) = =5 + 11e* + 8 — 41og(2) ~ —13.9207.
C

Considere el campo de fuerzas F(x,y,z) = 4xe* 1+ cos(y) j +

(2,0,4) Z

2x2%e* k. Sea C la curva de la figura. Calcule | F- dr.

C
Solucién: F es de clase C! sobre D = R® que es simple-
mente conexa. Dichosamente no tenemos que integrar sobre la
curva C pues F es conservativo. En efecto

oP 0Q oP oR 0Q oR
_— = 0 S =, —_— = z S =, E—— 0 D —
dy 0x 0z x 0x Y 0z oy

Figura 13.1: Curva C.
En este ejemplo vamos a calcular la integral de dos maneras distintas: usando una funcién potencial
y también usando un camino C’.

Primer Manera: Con un camino C’ que iniciaen (2,0,4) y
termina en (0,0, 0). El camino que hemos escogido se ve en
la figura.

—-C1 @ 71(t)=(t,0,4)cont € [0,2] 2,0,4)¢

—Cp : 1(t)=(0,0,t)cont € [0,4]

‘[ F- dr J F-dr+J F. dr
’ C1 Cy

r2 <
= —| F{t0,4) ri(t) dt—J F(0,0,t) - ry(t) dt
JO 0

—(0,0,1)
Cy

r2 <
= —| (4e*t,1,2¢*?)-(1,0,0)dt —J (0,1,0)-(0,0,1) dt
JO 0

r2 Figura 13.2: Curva C’ = C; U C,.
= — | 4te*dt=-8e.

JO

Segunda Manera: Con una funcién potencial.
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5
Ox = 4xe* = ox,y,z)= | 4xe®dx= 2x%e% + Ki(y, 2),
r
@y = cos(y) = @(x,y,z)= | cosy dy =seny +Kz(x,2z), = o(x,y,2) =2x*e* +seny + C
r
9. = 2x%e* = o@(x,y,z) = | 2x%e? dz = 2x°e” + Kz(x, y).

Finalmente, J F- dr = ¢(0,0,0) — ¢(2,0,4) = —8e*.
C

i“"_ e 7 . - X
@ La condicién “simplemente conexo” para que F sea conservativo. Sea F(x,y) = E ,
x2+y2" x2+y2

definido en R? — {(0,0)} . Se verifica que Py = Qx pero

J F - dr = 27 si C es la circunferencia x> + y2 =1,
C

lo cual indica que F no tiene funcién potencial.

- X
Lo mismo pasa si consideramos F(x,y,z) = ") +yy2' Tyt 0] paraR3 - {(0,0,0)}

El problema en principio es que se requiere que F esté definido en una regién simplemente
conexa, pero la explicacion detallada de este fenomeno con el campo F es una cuestion topolégica que
tiene que ver con homotopias. Un articulo sencillo de leer sobre esto, lo puede encontrar en V. Pa-
ti, “"How Topology Governs Analysis” http://www.isibang.ac.in/~statmath/stinc/database/
notes/puncturedplane.pdf

13.2 Ejercicios

13.2.1 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = 2xy +2%) 1 +x?j + 3xz? k.

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.
b.) Hallar una funcién potencial de F.

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién
(1,1,1) hasta (1,1, 2) .
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13.2.2 SeaFuncampo de fuerzas tal que F(x, y, z) = (yz—y?+2xz) 1+(xz—2xy) § +(xy+x?) k.

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Hallar una funcién potencial de F.

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicion
(0,1,0) hasta (-1,-1,0) .

13.2.3 SeaF(x,y,z) = (2x+5) 1+(3y?) j\+% k

y C la trayectoria que va de A = (0,1,1) hasta
B =(1,0,1) de acuerdo a la figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conser-
vativo.

b.) Calcule la integral de linea J F - dr utili-

zando una funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea | F- dr, sin

usar una funcién potencial.

13.2.4 Sea F definido por

Fix,y,z)=x1 - yj+zk

y C=C1+ Cy + C3 + C4 la curva que se muestra
en la figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conser-
vativo.

b.) Calcule la integral de linea J F - dr utili-

zando una funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea I F- drsin usar

C
una funcién potencial.
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13.2.5 Sea F un campo de fuerzas tal que

F(x, y, z) = [y cos(xy) +

! x cos(xy) 1
x+1’ Yrovi)

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas
conservativo.

b.) Calcule la integral de linea J F-dr
C

13.2.6 Considere el campo vectorial F(x,y, z) = (yz>—sen x sen(n—y), xz>—cos(m—y) cos x, 2xyz)
y sea C la curva que une los puntos (7, 0,0) con (0,7, 0), como se ve en la figura

a.) Verifique que F es conservativo.

b.) Calcule J F - dr usando una funcién po-
C
tencial.

13.2.7 Sea F definido por

F(x,y,z) = (yz+y cos(xy)) T+(xz+x cos(xy)) j+xy k

y C la trayectoria que va de A hasta B de
acuerdo a la figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conser-
vativo.

b.) Calcule la integral de linea J F - dr utili-

zando una funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea J F- dr sin usar

C
una funcién potencial.
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13.2.8 Sea F un campo de fuerzas tal que

F(x, y, z) = —(2x+3x%2%) 1-(2y+3y°z?) j—(2x°z+4y%2°) k

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas
conservativo.

b.) Calcule la integral de linea J F-dr
C

X

13.2.9 (*) Sea F(x,y) = ( Y

2 2t yz) definido en R?—{(0,0)} . Verifique que Py = Qx

pero sin embargo, J F- dr = 27 si C es la circunferencia x* + y? = 1.
C

13.3 Teorema de Green (en el plano).

El siguiente teorema, llamado “Teorema de Green en el plano”, aplica para regiones planas limitadas por
curvas cerradas y simples, regulares a trozos. Una idea intuitiva, en términos de “circulacién”, se puede
ver en la seccién ?7?.

Teorema 13.4 (Teorema de Green en el plano).

Sean P y Q campos escalares derivables con continuidad en un conjunto abierto S del plano XY.
Sea C una curva simple cerrada regular a trozos y sea D la region encerrada por C (es decir,
C=0D).Si D esta contenida en S, se tiene la identidad

0Q o°P
Pdx + Qdy = — - —dA
jgc ij ox 0y

donde C es recorrida en sentido contrario a las agujas del relo;.

e Intuitivamente, C es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj si al caminar a lo largo de C
la region D estd siempre a la izquierda. Notar que C = 0D indica que C es la frontera de D.
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Calcular J y?dx +x*dy si C esla curva de la figura.

C
Solucién:
YA
En este caso, P(x,y)=y?> y Q(x,y)=x% Como Lo
se cumplen las condiciones del teorema de Green
entonces, ¢=09D
0Q oP
2 2
dx +x"dy = — -—d
[Lvocesar = 1322 ‘
c, 9 1 X
1 px?
= J J 2x — 2y dy dx
0 Jo Figura 13.3: Curva C = C; U Co U Ca.
1
= J 23 —xtdx = El
0 10

Ejemplo 13.4

Calcular J (x +y)dx + (3x + arctany) dy si C esla

C
curva de la figura.

Solucion: En  este ejemplo, P(x,y)=x+y 'y
Q(x,y) = 3x + arctan(y). Como se cumplen las
condiciones del teorema de Green, entonces

2Q 0P
foa—X—@dA

1 3-3x
2
J J 3-1dydx
-1 Jx2-1
! 26

—3x—2x%dx = —
J—15 3x x“ dx 3

J (x +y)dx + (B8x + arctany) dy
C

y=a>-1
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Calcular J (x + arcsenx)dx + (2x + In(y? — 3)) dy si

C
C esla curva de la figura.

Solucion: En este ejemplo, P(x,y) = x +arcsenx y
Q(x,y) = 2x + In(y? — 3). Como se cumplen las con-
diciones del teorema de Green podemos poner

_ 0Q 0P
JC (x +arcsenx)dx + (2x +In(y>-3))dy = jf == dA

D
2 pd4-x2

= I f 2dydx
-2 J1-x2/4

2 2
_ J 6- 2% 4x = 16.
L2

13.4 Ejercicios

13.4.1 Sea F un campo vectorial dado por
F(x,y) = (x +y) 1—(x*+1y?) J. Lacurva C es
la frontera del trapecio limitado por las curvas
y=0, x=1, x=3 y y = x como se muestra en Y
la figura.

a.) Calcular la integral I F- dr usando el

C
teorema de Green.

b.) Calcular la integral J F - dr sin utilizar el

teorema de Green.
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® 13.4.2 Considere el campo vectorial
F(x,y) =x i+ (x +y?)]j.

Calcular | F- drdonde C = C; +C; tal y como

C
se muestra en la figura a la derecha.

® 13.4.3 Considere el campo vectorial

F(x,y,z) =yi+x2j‘

Calcule la integral de linea f F- dr donde Ces

C
la curva que se muestra en la figura a la derecha

® 13.4.4 Calcule la integralj F- drdonde C =
C

C1UCUCs, v yF(x, y) = (xy?+V2 +cosx) T+
(yx® —ye*nY) §

® 13.4.5 Calcule J (4y + arctan(x/5) dx + (x> +

C
In(y + 1)) dy donde C es el camino representado
en la figura a la derecha.

13.5 Area como una integral de linea.

Y

o

11
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Si P(x,y) =0y Q(x,y) = x entonces Qx — Py =1, aplicando el teorema de Green (si se cumplen las
condiciones) obtenemos otra manera para calcular el 4rea de Ap siendo la frontera de la regién D una
curva orientada contra-reloj.

3€0dx+xdy :f 1dA = Ap
¢ D
Lo cual puede ser conveniente si la integral de linea no ofrece gran dificultad.

Teorema 13.5

Si D es una region plana limitada por una curva C, cerrada simple, regular a trozos y orientada
contra-reloj, entonces el drea de D viene dada por

Ap = 3€ xdy
C
Ejemplo 13.6
X2 2
Calcular el area de la regién encerrada por la elipse — + ke 1.
a

Solucion: Parametrizamos la elipse con 1(t) = acost 1+ bsent j con t € [0,2n[. Esta pa-
rametrizacién orienta la elipse contra-reloj. En este caso, x = acost mientras que y =bsent y
dy = bcostdt,

21
Ap :J xdy = J acost-bcostdt = mab.
C 0

Ejemplo 13.7 (Area de un poligono simple).

Verifique que el drea de un poligono simple de n vértices {(xo,Yo), ..., (Xn-1,Yn-1)} €s

-
A= nz: (Xk+1 + X)) (Yr+1 — Yx)
B

2
=0

Asumimos que (xo,Yo) = (Xn, Yn)-
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NI

N

\&

Solucion: El drea del poligono es, por el teorema de Green en el plano,

Ap:3gcxdy - fo1dA

Aqui C=Cq;+Cy +... + C;i1 ycada segmento C; estd parametrizado por

Ti(t) = ((xke1 =X)L+ Xk, (Yks1 —Yxk)t+yk) cont € [0,1],

entonces,

n-1 n-1
Xia1 + X =
Ap =j€ xdy = Zjﬁ (Y1 = Yk) [(xke1 —x) t+xi] dt = Z by k)z(yk+1 L
C k=0 Ci k=0

13.6 Solucidon de los ejercicios

13.2.1 '3

13.2.2 ﬁ Una funcién potencial es d(x,y,z) = xyz — y?x + x’z

13.2.3 ')

(a) Como RotF = (0,0, 0), entonces F es conservativo sobre cualquier region simplemente conexa don-
de z# 0.

r

¢ = 2x+5dx = x?+5x+Ki(y,z)
(b) Vo=F = ¢ = [32dy = y’+Ku(x,2) = ¢(x,y,z2) =x*+5x+y3 +Inz.
“

) 2 dz In |z| + K3(x,y)
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Luego,J F-dr = ¢(B)—d(A) =6-1 =5
C

(c¢) Como F es conservativo en regiones simplemente conexas, donde z no se anula, podemos tomar
el camino C’ = C; + C, para integrar.

—Ci : mt)=(0,t,)cont € [0,1].  7(t)=(0,1,0) z
1 C
C; : m(t)=(t,0,)cont € [0,1].  ,(t)=(1,0,0) C ‘
A=(0,1,1)
B=(1,0,1)
Entonces,

1 1
J F-dr = —J (5, 3t2, 1)-(0, 1, 0)dt + J (2t+5,0,1)-(1,0, 0)dt = -1+6 = 5
’ 0 0

13.2.4 ') J F-dr =0
C

13.2.5 ‘3

13.2.6 ')

e F=(P,Q,R) es conservativo pues P, = 22 + senx cos(m —y) = Q, Ty =2x2=Q, y rx =2yz =P,.

e una funcién potencial es ¢(x,y, z) = xyz?* + cos(x) sen(m — y) + K. Por lo tanto

J F- dr = ¢(0,m0) — ¢(m,0,0) =0
C

13.2.7 '3

1.

i j
— o) 9
ROtF = Ix E

yz +ycos(xy) xz+ xcos(xy)

= (x=91+ (-y+y)j

E Sl

+(z + cos(xy) + xy cos(xy) — (z + cos(xy) + xy cos(xy))) k

= (0,0,0)

2. Sea G(x,y, z) una funcién potencial, asi

e Gx(x,y,z) =yz+ycos(xy) = G(x,y,z)=xyz+sen(xy)+ Ci(y, z)

0
° @(xyz +sen(xy) + C1(y,z)) = xz+xcos(xy) = Ciy(y,2) =0 = Ci(y,2) = C2(2)

° aiz(xyz +sen(xy) + Ca(z)) =xy = C/(z)=0 = Cy(z)=K
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Asi, G(x,y,z) = xyz + sen(xy) + K, por lo que

J F- dr=G(0,0,0) - G(2,1,2) = K- (4 +sen(2) + K) = —4 — sen(2).
C

3. Se seguira la siguiente ruta
-Ci:mi(t) =(2,1,1), te[0,2]
—Cy: Tz(t) = (t, 1,0), te [0,2]

—C3:13(t) =(0,t,0), t€[0,1]

Asi
2 2 1
J F-dr = —J (t + cos(2),2t +2cos(2),2) - (0,0, t) dt — J (cost,tcost,t)-(1,0,0)dt — J (t,0,0)-(0,1,0).
C 0 0 0
2 2
= —J 2tdt—J costdt—0
0 0
= —t2|3 — sen t|% = —4 —sen(2)
13.2.8 '3 Calcule usando el camino que va de (2,5,0) a (-2,5,0)

13.2.9 '3

13.4.1 '3
64
a.) —?

4
b.) J F'dr"'J F.dr+J F-dr+f F-dr:4—36+28/3+4/3:—6—
Cq C» Cs Cy 3

13.4.2 '3

Como se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Green en el plano, excepto la orientacién de
la curva, entonces

2 3
JF-dr:—JJ 1 - 0dxdy = -8.
C -2 J3y2/4

13.4.3 '3 Por el teorema de Green:
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rl px2+1
0 oP
J F-dr = J (—Q——)dydx
nC 0 Jo ox Qy

[

rl px2+1
= f (2x — 1) dydx
JO JO
r1l 1
= 2x -1) (x> +1)dx = =.
JO 6

13.4.4 \'3@
13.4.5 \'3@
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