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13.1 Longitud de una curva.

Consideremos una curva C regular y simple, parametrizada por r en [a, b]. Para calcular la longitud
de C, laidea es partir el intervalo [a,b] en n partes [a,t1] U [t1, t2] U ... U [tn_1,b] y considerar una
linea poligonal inscrita en C, como se muestra en la figura.

Figura 13.1: Longitud de arco como una integral de Riemann.

La longitud de la curva (“rectificable”) se define como el limite al cual tiende la suma de las longitudes
de los segmentos de la linea poligonal cuando ||P|| = Méx(ti—1 —ti) — 0 si n — oo, es decir
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13.1. LONGITUD DE UNA CURVA. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

n
s= lim " [Ir(t) = r(ti-)|
A
Si C es regular, por el teorema del valor medio podemos poner ||r(ti) — r(ti-1)|| = ||7'(&)(ti — tiz1)]]
con &; €]ti, ti—1[ y concluir

n b
lim Y IvEstli= | Il
i=1 a

Definiciéon 13.1 (Longitud de una curva).

Sea C regular, simple y parametrizada por r(t), t € [a,b]. Si ds = [[r/(t)||dt, entonces la longitud

(de arco) de C es
b
3 :J 1-ds = J [|¥'(t)||dt
C a

Ademés, la longitud de arco no depende de la parametrizacién de C (ni, por tanto, de la orientacién).

Sea C parametrizada por r(t) con t € [a,b].
Caso C: r(t)=x(t)i+y(t)j

Si r(t) =x(t)T+y(t)j) con t € [a, b] entonces

5 L ds = jb (Olldt = Lb VEO2 + (D)2 dt

a
Caso C: y=1(x)

Si y = f(x) entonces tomando x =t tenemos

s = JC||r’(t)||dt = Lb 1+ (f/(x))? dx

Caso C: r(t) =x(t)i+yt)j+z(t) k

Si r(t) = x(t) 1+ y(t)§ + z(t) k con t € [a,b] entonces

5 L i = Lb I @)lldt = Lb VEOR+ W OP + @) dt

Calcular la longitud de la circunferencia de un circulo de radio a.

Solucion: La circunferencia C se puede parametrizar con
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C: r(t)=acos(t) 1+ asen(t) jcont € [0,2n].
—— S——
x(t) y(t)

(t) = —asen(t) T+ acos(t) j
—_——— ———

x'(t) y'(t)
b 27 27
s = J ds = J [|¥'(t)]|dt = V(asent)? + (acost)? dt = J adt = 2am
C 0 0
¢ —
Calcular la longitud de la la hélice x(t) = 2cos(t), y(t) = 2sen(t), z(t) =t/4 con t € [0, 2mx].
Solucion:
r(t) = 2cos(t) 1 + 2sen(t) ) + t/4 k cont € [0,2n].
~——— ~———— ——

x(t) y(t) z(t)

r(t) = —2sen(t) 1 + 2cos(t) § + 1/4 k
—_——— —_——— ~——
x/(t) y’(t) z/(t)
J ds = J [[¥'()||dt = J \/4sen2(t) +4cos?(t) + — dt
C a 0 16
27
65 65
= —dt = 2 —_—.
L Vie 9t = 7™\ 16
—

13.2 Ejercicios

® 13.2.1 Calcular la longitud dela curva C: y = VX3, x € [0,44]

® 13.2.2 Calcular la longitud dela curva C: x = %(y ~1)32, y e [1, 4].

13.2.3 Calcular la longitud delacurva C: y?>=(2x-1)3, x € [1/2, 4] (Ayuda: La curva
tiene dos ramas).

® 13.2.4 Calcular la longitud dela curva C: y =log(secx), x € [0, 7/4]
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x3

1
® 13.2.5 Calcular la longitud dela curva C: y = 3 +—, x €1, 2]

2x

® 13.2.6 Plantear la o las integrales que dan la longitud de las siguientes curvas,

a.) b.)
Z

13.3 Integral de linea para campos escalares.

Masa de un alambre. Consideremos un trozo de alambre delgado cuya masa varia continuamente y tiene
valor p(x) gramos por centimetro en el punto x sobre C.

Para estimar la masa total sobre C, hacemos una particiéon de C: {r(to), r(t1), ..., r(tk+1)} donde r es
una parametrizacion de C.

Si Asi = ||r(ti+1) — r(ti)|| centimetros, la masa del segemento que va de r(ti+1) a r(ti) es aproximada-
mente p(r(t;))As; gramos y la masa total m del alambre seria

k

mx Y p(r(t))As:
i=1
Esta es una suma de Riemman y por tanto podemos tomar el limite (si existe): m = J p(x) ds
C

Generalizando la férmula, si As; = ||r(ti+1) — v(t1)|| = ||*'(&1)||At, entonces

k
fds= Ii f(r(ty "(&:)]|At
[ ras Jim 34 )l
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Definicion 13.2

Sea f:UCR™ — R continuay C una curva suave y simple, contenida en U y parametrizada
por r(t) con t € [a,b], entonces la integral de linea de f sobre C es

b
J fds = J f(r(t))||r'(t)|| dt
C

a

Ejemplo 13.3

Sea C el arco de pardbola x = y? con y € [0, V2]. Calcular J

(2x o2+ Sy) ds
C

Solucion: Usemos y =t como parametro,

C: r)= t2 i+ t Jcont € [0,V2].
N—— N——

x/(t) y'(t)

Entonces ds = [[r'(t)]|dt = [ )2+ [y(H)]2dt = /(2t)2 +12dt
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13.4. EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 6

V2
f 2x — 2y + 8y ds J (2t — 212 + 8t)\/(21)2 + 12 dt
C 0

V2
= J 8tV4t2 +1dt
0
5 V2
= Z@Ut?+1)7°? = 52/3
3 0
—
Ejemplo 13.4
Calcular J (x*> +y?)° ds con C la circunferencia x? + y? = 4.
C
Solucion: Una parametrizacién de la circunferencia es
C: r(t)=2cost T + 2sent j, cont € [0,2n7].
Como ds = ||r'(t)||dt = ||4sen?t +4cos®t||dt = 2dt entonces
27
J (x* +y?)° ds :J 4°2dt = 2-4°.2m.
C 0
—

Calcular J
c X+
2sen(t), z(t) = 2t.

2
ds con C la espira (una vuelta) de la hélice x(t) = 2cos(t), y(t) =

Solucién: Como |[7(t)|| = ||4sen? t + 4 cos? t + 4|| = V8, entonces

2 27 4.2
J_dj 42 g - 16V2 5
c 4 3

X +y? 0

13.4 Ejercicios

® 13.4.1 Calcular J xy? ds donde C es la mitad superior de la circunferencia de ecuacién
C

x> +y? =16
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® 13.4.2 Calcular

r

x ds donde C es el arco de pardbola C: y = x?

con x € [-1,1].
JC

r

® 13.4.3 Calcular ;‘: +1j ds donde C es el segmento de recta que va de (0,0,0) a (1,1,0).
Jc &x—

® 13.4.4 Calcule la integral de linea
X+y+z
797 % 4
J cx2+y?+22 ’

donde C es el segmento de recta que va desde
A = (1,1,1) hasta el punto B = (2,2,2), taly
como se muestra en la figura a la derecha

® 13.4.5 Calcule la integral de linea

242
Jﬁ_yds
C V33 -8z

donde C es la curva que se muestra en la figura a
la derecha

® 13.4.6 Calcule la integral de linea

J x+y+z—-2ds
C

donde C = C; + C; + C3 + C4 es la curva que se
muestra en la figura a la derecha

13.5 Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo.

Trabajo. Si se aplica una fuerza (empuje) constante F (en la direccién del movimiento) para mover un
objeto a una distancia d en linea recta, entonces el trabajo que hace la fuerza es W = Fuerza - distancia. Si
hay un dngulo 0 entre la direccién en la que se aplica la fuerza constante y la direccién del movimiento,
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13.5. INTEGRAL DE LINEA DE CAMPOS VECTORIALES. TRABAJO. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 8

entonces solo la camponente de la fuerza en la direccién del desplazamiento hace algtn trabajo.
Supongamos que el vector unitario Ar es la direccién del desplazamiento. Si 6 es la medida del angulo
formado por F y Ar entonces el escalar ||[F||cos® esla componente de la fuerza en la direccién del

movimiento! (0 si 8 =7/2 y ||F|| si 6 =0). Luego el trabajo realizado es

W = ||F|| [|Ar]| cos 8 = F - Ar

A

Figura 13.2: Trabajo.

F(2,y) = (= (seny, senz)) sobre C: (x —h)?+ (y — k)? =1
_Wolfram CDF Player

4 4

Figura 13.3: F(x,y) = (seny, senx) sobre una curva C  Figura 13.4: F(x,y, z) = —0.5(xsen y, 0, —sen z) sobre C

Definicion 13.3 (Trabajo).
Sea F un campo vectorial continuo sobre la curva C. Suponemos que C esta orientada, es regular
y simple. Entonces

k
W= lim ZF(ri)-Ari ::J F-dr?

k—00
[IM|—0 1=1 ¢

si el limite existe cuando es tomado sobre todas las particiones ordenadas r(to), r(t1), ... r(tx+1) de
C con [[M|| = méxi{||Ari||} y Ari =r(tia) - 7(t), i=1,..k

Para calcular el trabajo que hace una fuerza para mover una particula sobre una curva C : 7(t),
r'(t)

QI
trizada por r(s) (usando la longitud de arco s como pardmetro) con 0 < s < {, entonces como
()
(@l

LF se descompone como la suma de su componente ortogonal y su proyeccién ortogonal sobre Ar. Solamente la proyeccién
ortogonal es la parte de F responsable del trabajo que se efecttia.

usamos como vector de desplazamiento el vector unitario tangente T = Si C esta parame-

dr = v(t)dt ||v(t)||dt = T ds, para calcular el trabajo sobre una curva C, se consideran
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pedazos muy pequerios de la curva, tan pequefios que son, aproximadamente, segmentos de recta y la
fuerza es casi constante sobre estos pedazos de tamafio |[Tds|| = ||dr||. El trabajo hecho por F para
mover la particula desde el inicio hasta el final de dr es F- dr. Sumando todos los trabajos (pasando a
la integral) obtenemos

W:JOE(F-T)ds:JCF- dr

El escalar F- dr puede ser positivo o negativo, dependiendo de la orientacién de la curva de tal manera
que lo que calculamos es “el trabajo neto”. La funcién escalar F - T puede tener discontinuidades de
primera espacie ligadas a algtin punto esquina de C.

En la definicién anterior, C puede ser regular, cerrada y simple. En particular si C es la unién de curvas
regulares y simples Cy, Cy, ..., Cyy, escribimos C = C; + C + ... + C;, y definimos

JF-dr:J F~d‘r+J F-dr+-~+J F-dr
C Cy Cy Cn

Wolfram CDF Player
cdr = hm Fr - Ar;
JRE ,Z ‘
T

Curva C (‘estirada') | T

Figura 13.5: Calculando el trabajo W

Si C estd parametrizada por r(t) con t € [a, b], entonces

T b
[ Foar=[ e 0 ewiac= [Feo) o

F(x,y) = P(x,y) 1+ Q(x,y)j

Sea F(x,y) = P(x,y) 1+ Q(x,y)j, como dx = x'(t)dt y dy = y’(t)dt, podemos escribir

LF dr = be<r<t>)-r'<t)dt = JdeHde

a a

Es decir,
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IF-dr
C

b
J Pdx+ Q dy

a

b
J (P(x(1),y(1), Qx(t), y(1)) - (x'(1), y'(t)) dt

F(x,y,2) = P(x,y,2) i+ Q(x,y,2) § + R(x,y,2) k

Si F(x,y,z) = P(x,y,2)1 + Q(x,y,2)) + R(x,y,z) 12, como dx = X(t)dt, dy = y'(t)dt y
dz = Z/(t)dt, podemos escribir

b b
J F-dr = I F(r(t)) - r'(t)dt = J Pdx+ Qdy+Rdz
C

a a

Es decir,

JF‘dr
C

Jb P(r(t)) dx + Q(r(t)) dy + R(r(t)) dz

a

b
J (P(x(), y(b), (1), Q(x(t),y(t), z(1)), R(x(1),y(t), z(1)) - (x'(t), y'(1), Z'(1)) dt

Cuando una curva C es parametrizada por r(t) con t € [a, b], entonces inducimos una orientacién en
C. Distintas parametrizaciones pueden inducir distintas orientaciones.

Por ejemplo, en la figura se tiene la curva y = 2sen(x) con x € [0, 3]. Dos parametrizaciones que inducen
orientaciones opuestas son 1i(t) = (t,sent) y r2(t) = (3 — t,sen(3 — t)) ambas con t € [0, 3].

T

C C
Figura 13.6: Orientacién inducida por dos parametrizaciones.

Si 11(t) parametriza C en una direccion con vector tangente T y 12(t) parametriza C en sentido contra-
rio, con vector tangente —T, entonces denotamos la segunda curva como —C y admitimos como vélido
que

Convenio
J F-dr= —I F-dr
-C C

e Mas adelante, cuando veamos el teorema de Green, usaremos la siguiente nocién de orientacion: la
curva cerrada C estd orientada positivamente, respecto a una region D, si al movernos sobre C, la region
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siempre estd a nuestra izquierda.

e Note que el trabajo W puede ser un ntimero negativo. Esto ocurre cuando la fuerza acttia en contra
del desplazamiento de la particula.

e Laintegral J F- dr seinterpreta como “la suma” de las componentes de F tangentes a la curva. Si

C
C es cerrada, esta integral indica como F tiende a circular alrededor de la curva. Esta interpretacion
es la que usamos para el teorema de Green.

Ejemplo 13.6

Consideremos una fuerza constante F(x,y) = 11+07j. %

Calcule J F- dr si C el segmento de recta que se r(0)=B

C
muestra en la figura.

vvv(v\‘vvvv
YYYYYYYvY Y

|
!
|
|

Solucion: Usamos a x = t como pardmetro. La para- .
metrizaciéon r(t) =t1+ 1), t € [0,2], parametriza | 5
a“—C”pues 1(0)=(0,1)=B y r(2) =(2,1) = A.

Figura 13.7: Curva C

Es costumbre escribir, -C: r(t)=t1+1j, t € [0,2]. Luego, '(t) =11+07
Como F(x,y) =11+ 07 entonces P(x,y) =1y Q(x,y) =0.
J F-dr = - F-dr
C J-C

- L(P(x(t»y(t)), QUx(), y(1)) - (< (1), y'(1) dt

r2 2
- [ o-aoa=--[1a- 2
JO 0
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Ejemplo 13.7

Sea F(x,y) = x 1+ (x +y) j. Calcule J F-drsiC
C
es la curva de ecuacién es y = x?, x € [-1,2] taly

como se muestra en la figura.

Solucion: Usamos a x = t como parametro. La
parametrizacién r(t) = t 1+ t>§, t € [-1,2],
parametriza a “~C” pues r(-1) = (-1,1) = B y
r2)=(2,4) =A.

Es costumbre escribir,

—C: r(t)=ti+t%j, t e [-1,2].

Luego v'(t) =11+ 2t)

Como F(x,y) =x1+ (x+y)) entonces P(x,y) =x y Q(x,y) =x+y.

J F-dr = F-dr
C J-C

= = NC(P(X(t),y(t)), Q(x(t), y(1)) - (x'(1), y'(1)) dt

r2
= —| ( t+t})-(1, 2t)dt
J-1
r2

— (t+2t2+2t3) dt = —15
J-1

Ejemplo 13.8

Calcular I y?dx +x*dy donde C es la elipse
C
X2y
Z + ? =1.

Solucion: Podemos usar la parametrizacién
—C: 1r(0)=2cosO 1+3senB jcon 6 € [0,2m7].

Como F(x,y) = (y?,x?) entonces P =y y Q = x2.
Entonces,

Figura 13.8: Curva C

Figura 13.9: Curva C.
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JF-dr
C

27t
- J (9sen? 0, 4cos?0) - (—2senH, 3cos0)do
0

J y2dx + x*dy
C

27t
—J —18sen®0 +12cos’0do = 0 ( Usar: cos’ 0 = (1- sen? 0) cos 6.)
0

—

Ejemplo 13.9

Sea F(x,y) = (y?, x?). Calcule J F- dr donde C esla curva de la figura 13.10.
c

Solucion: Parametrizamos C,

C; @ m(t)=@0)cont € [0,1]
Cy, : m(t)=(1,t)cont € [0,1]

-C3 : m3(t)=(t,t*) cont € [0,1]

Figura 13.10: Curva C = C; U C, U Cg.

.
Jyde+x2dy = y2dx+x2dy+J
C

y2dx + x2dy — J y2dx + x*dy
JCq Cy

-C3
rl 1 L

= (0,t2)-(1,0) dt + J (t%,1)-(0,1) dt — f (t*,t2) - (1,2t) dt
0 0 0

rl

1 1
= 0dt+J 1dt—J[t4+2t3]dt:3.
JO 0 0 10
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Ejemplo 13.10

Calcular f F-drsi C=Cy+Cy
C z

XZ XZ A
F(x,y,z) = 2xIn(yz) 1+ (g - 56X) I+ (? + 22) k

y C la curva de la figura.

(0,¢,1)°

Figura 13.11: Curva C = C; U C,.

Solucién:
-C1: r(t)=(0,t,1)cont € [1,3],
Co: 1(t)=(0,1,t)cont € [1,2].

Luego

JFdr
C

2

3
J F-dr + J F-dr = —J F(ry(t)) - ri(t) dt + J F(ra(t)) - r5(t) dt
Ci C 1

1

2

3
—J FO,t,1)-ri(t)dt + J F(0,1,t) - ry(t) dt
1 1

3 2
—J (0,-5,2)-(0,1,0) dt + J (0,-5,2t)- (0,0, 1) dt
1 1

3 2
—J [0+ (=5)-1+0] dt + J [0+0+(2t)-1]dt = 13
1 1

Ejemplo 13.11

Sea F(x,y,z) = (x +y) i+(y—2) j+(x+2) k ysea C lacurvadelafigura13.12. Calcular J F- dr.
C

Solucion: Primero parametrizamos C.

C; se puede parametrizar usando la férmula para el segmento de recta que va desde A; = (1,2,0)
hasta A =(0,4,2), es decir,

Ci: mMm)=A;+t(A2—A)=(1-1) 1+(Q2+2t) §+2t k, cont € [0,1].

C> se puede parametrizar tomando z = t.
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Cy : ri(t)

—Cy @ 1a(t)

JF-dr
C

Ejemplo 13.12

Sea F(x,y,z) = (z+cosx) 1+ (22+xcosx)j‘+xl’i.

Calcular j F-drsi C=Cy+Cy+ Cz, tal y como se

C
muestra en la figura de la derecha.

Solucion: Una parametrizacién para C es

~Cpima(t) = (t,1,0), t € [0,2]

C=C1+0Cy

Figura 13.12: Curva C

(1-t) i+(2+2t) j+2t k, t € [0,1],

0,82,1), t € [0,2], 12(0) = (0,0,0) y 12(2) = As.

r

F- dr—f F- dr
JC Cy

r1 2

F(ri(t)) - ri(t) dt — Jo F(ra(t)) - v5(t) dt

J0
el

(3+1t,2,1+1t)-(~1,2,2)dt - J (t3,t> —t,t) - (0,2t,1) dt
0 0

r1 2

e
6

(t+3)dt — J

(t —2t2 + 2t3) dt =
0

J0

—Cq :Tl(t) = (2, 1,t), t e [0,2]

Figura 13.13

~Cy:13(t) = (0,1,0), t € [0,1]
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Asi

r2 2 1
I F-dr (t+cos(2), 2t +2cos(2), 2) - r(t)dt — I (cost, tcost, t)-1)(t)dt - J (t,0,0) - ri(t)dt
C 0 0 0

r2 2 1
= — | (t+cos(2), 2t +2cos(2), 2)-(0,0,1)dt — J (cost, tcost, t)-(1,0,0)dt - J (t,0,0)-(0,1,0)dt
0 0 0

"2 2
= - 2dt—f costdt—0 = —2t5—sent|3 = —4 —sen(2)
JO 0

13.6 Ejercicios

® 13.6.1 Calcularj F-dr, F(x,y) = x 1 -
C
y3J, Cr:(x=3)?+y®>=1donde C = C; UC,.

¥

® 13.6.2 Calcule j xdy —ydx donde C = C; U
C
C

® 13.6.3 Calcule la integral j F - dr donde

C
C=CuUCuUCs; y ademids F(x, y) =
2y + V9 +x3) 1 + (5x + e¥rctany) 3
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® 13.6.4 Calcule J x*z dx—yx? dy+3xz dz don-
C
de C = C;UCyUCs (figura de la derecha).

® 13.6.5 Evalte la integral de linea J x ds don-

C
de C = C; U CyU C3 es la curva del ejercicio
anterior.

® 13.6.6 Calcule I = j x dx+z dy+ dz. Lacurva
C
C = C1 U C; esla curva que aparece en la figura;

C1 es un trozo de la circunferencia x? + y? = 1
y Ca es el segmento que va de (0,1,0) a B =
(2,2,3).

® 13.6.7 Considere el campo de fuerzas
F(x,y,z) = 4xe* 1 +ycos(z) J + 2x%e* k.

Sea C la curva de la figura a la derecha. Calcule

JF‘dr.
C

13.7 Solucidn de los ejercicios

44

13.2.1 '3@ s = 1+9/4tdt = 29

0

4
13.2.2 \'3@ s = 2[ Vidt = 14/3
1
4
13.2.3 \'3@ s = 2[ VI+92t—1)dt = 1022/27
12
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13.2.4 \'3® Recuerde que J secxdx = In|secx + tan x|.

/4
SZJ sectdt = In(V2+1)
0

13.2.5 \'3@
13.2.6 \'3@

13.4.1 ﬁ@ La circunferencia se parametriza como r(t) = (4cost, 4sent) con t € [0,7].

s

J xy?ds = 64J cost sen’tdt = 0
C 0

1
13.42 \'3@ J xds = J tV1+4t2dt = 0
C 1

13.4.3 ﬁ@ C: r(t)=(t,t,0) con t € [0,1].
1
J Wrza J V2 dt
C 0

2x -y

13.4.4 ﬁ@ (t) = (1,1,1) y entonces

2

X+y+z t+t+t

XTYTZ 45 = —  V12+12+12 dt
c X2 +y?+22 1 242

2
J ?dt = \/glnltlt = V3In2
1

13.45 (1) JC \’/‘% ds = J_ll 82 dt
13.46 (1)
13.61 %(1)
13.62 (1)
13.63 (1)
13.64 %)
13.65 %(1)

13.6.6 \'3® Parametrizamos las curvas,
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Ci:ri(t)=costi+sentj+0 k con t € [0,7/2].

Co: () =A+t(B-A)=2ti+(t+1)j+3tk, te0,1].

‘[ xdx+zdy+ dz J xdx+zdy + dz+‘[ xdx+zdy+ dz
C Cq Ca
1

7t/2
J —costsentdt + I 4t + 3t +3dt
0 0

= ——+—==6.
2" 2

13.6.7 ﬁ

19
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