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12.1 Funciones vectoriales. Parametrizaciones

Desde el punto de vista de la fisica, el movimiento de una particula en el espacio se puede describir por
su posicién (x,y, z) en funcién del tiempo t, es decir, (x(t), y(t),z(t)). El vector posicién en el tiempo t
se denota r(t),

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) otambién r(t) = x(t) T +y(t)j +z(t) k, donde t € [a,b]

En el plano XY seria r(t) = (x(t), y(t)) otambién r(t) = x(t)T+y(t)j

La “funcién vectorial” r: R — R™ se puede considerar como una trayectoria de una particula en movi-

miento tanto como una curva, es decir, un objeto geométrico. En este tltimo caso, el “pardmetro” t ya no
representa necesariamente “tiempo”

Definicion 12.1
Una funcion vectorial es una funcién continua r: [a, b] — R™.

Si la funcién vectorial r es continua en [a, b], entonces a la representacion grafica de r se le llama
curva 'y decimos que esta curva C esta descrita paramétricamente por r(t). Escribimos

C: r(t) con t € [a,b]

¢ Si r(a) = r(b), la curva se dice cerrada.
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e Si 1 es inyectiva en [a, b], la curva se dice simple. Si r es cerrada y es inyectiva en ]a, b], la
curva se dice cerrada simple. Las curvas cerradas simples se llaman curvas de Jordan.

e A 1 le llamamos una parametrizacién de C.

m\jbéO

Curva Curva simple Curva cerrada Curva cerrada simple

Figura 12.1: Curvas

Consideremos la trayectoria Curva C: r(t) = (4cost,2—4cost, 4sent), t €0,3]

r(t) = (4cost,2—4cost, 4sent)t € [0,3] Pardmet ro t Wolfram CDF Player

Observe que, = =

N

1(0) = (4cos0,2—4cos0, 4sen0) = (4,-2,0)

r(rt/2) = (0,2,4)

Parametrizacion de curvas en R?

No siempre es facil encontrar una parametrizacién de una curva en R2. Veamos algunos casos sencillos.

Funciones. Si C : y = f(x) con x € [a,b], entonces podriamos tomar como,,
pardmetro a x = t, una parametrizacién puede ser

C:r(t)=(t, f(t)) con t € [a,b]

e Lossegmentos y = k se parametrizan como C: r(t) =(t, k) con t € [a, ]

e Lossegmentos x = k se parametrizan como C: r(t) = (k, t) con t € [a,b]

Elipses y circunferencias. Estas curvas se pueden parametrizar usando coordenadas polares.
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e Una circunferencia de radio a, centrada en el origen, se parametriza usando el 4ngulo 6 como
parametro: x = asen® y y = asen0.

2

La circunferencia C: x? +y? = a? se puede parametrizar como

C: r(t) =(acost, asent) con t € [0,27]

2

Si el centro estd en (h, k) entonces se hace una traslacién: Si (x,y) € C: x> +y? = a® entonces

(x,y)+(M,k) € C1: (x—-h?+@y-k?=a?

(@cosO, asen0)

Figura 12.2: Una parametrizacién de la circunferencia

La circunferencia C: (x —h)? + (y — k)? = a® se puede parametrizar como

C:r(t)=(+acost, k+asent) con t € [0,27]

(x-h)?  (y-k?
Xa2 +yb2

e Laelipse C: =1 se puede parametrizar como

C: r(t)=(h+acost, k+bsent) con t € [0,27]

Hipérbola. En célculo, las parametrizaciones usando las funciones senh(t) y cosh(t) posiblemente sean
las mejores. En otras aplicaciones, las parametrizaciones algebraicas son las adecuadas.

t —t t -t
- e
y como cosh(t) = , entonces cosh?(t) — senh?(t) = 1, es decir,

2 2
2 2
x(t) = acosh(t) y y(t) = bsenh(t) satisfacen la ecuacién de la hipérbola X—Z - };’—2 = 1. En general,
a
(x-h?* (y-k?

Si la ecuacion candnica es i— =1, entonces son dos ramas,
a

Como senh(t) = €

r1(t) (h + a cosh(t), k+ b senh(t)), t € R

T2(t) (h — a cosh(t), k+ b senh(t)), t € R
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(y-k? (x—hp

0 T = 1, entonces son dos ramas,
a

Si la ecuacion candnica es

r1(t) (h+ a senh(t), k+ b cosh(t)), t € R

r(t), (h+ a senh(t), k—b cosh(t)), t € R

En el caso de la hipérbola, para estas parametriza-

ciones, 1(0) nos da el vértice en la rama respectiva. R y R
Ademas el pardmetro t se interpreta como area de rz(t ) r](t )
una region y se llama “dngulo hipérbolico” y no es el

angulo usual de las funciones trigonométricas. rd T1(0)

e Usando las parametrizaciones r1 y 1 para cada N
rama, 1i(0) es el vértice respectivo y ri(t) y ri(-t) r)(—t r(—1)
son simétricos respecto al eje focal.

Figura 12.3: Simetria

Curvas en coordenadas polares. Consideremos la curva C: r = g(0) con 0 € [01,0,]. Como

g(0)cos 6
g(0)cos 6

TCos 0 X

X

y = rcosH = y

entonces la curva C se puede parametrizar como C: 1(0) = (g(6) cos6, g(0)sen ) con 6 € [0, 6]

Ci: x=-1 con y € [0,2]

C = Oy — x2
Determine una parametrizacion para las siguientes curvas: C2:y=2x—x" con x € [0,2]

Cz3:y=0 con x € [2,3]

Solucion: En C; podemos tomar y = t, en C; podemos tomar x =t y en C3 podemos tomar
x =t.

Una parametrizacién de C Wolfram CDF Player
4
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Ci:mt)=(-1,1) con t € [0,2]
Co: To(t)=(t, 2t =1t con t € [0,2]

Cz: r3(t) =(t, 0) con t € [2,3]

Determine una parametrizacién para las circunferencias
a) Ci: (x=-32+(@y-27>=1

b.) Co: ¥*+(y-172=1

Solucion: Como ambas curvas son circunferencias podemos usar como pardmetro el angulo 6, en
coordenadas polares:

h+ acoso

X
con 0 € [0,2n]

k+ asen®

Y

Las parametrizaciones son

® Ci: 11(0)=B+cosH,2+send) con 0 € [0,27]

® Cp: 1(0) =(cos0, 2+senB) con 0 € [0,27]

Parametrizacién de Cj: r@) = (3+cosf,2+send) con 6 € [0,2n], C: r0) = (cosB, 1 +send) con 6 € [0,27[

Wolfram CDF Player

Pardmetro 6 = 0.912 r( 0.912) =(3.610, 2.790) r( 0.912) =(0.612, 1.790)
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® Distintas parametrizaciones. Si cambiamos de parametrizacién, probablemente cambie el recorrido del
parametro, en términos fisicos el recorrido de la trayectoria puede ser mas o menos rapida.

Por ejemplo, consideremos la circunferencia C : x> + (y — 1)? = 1.

e C: X*>+(y-12=1 = C: 1(0) =(cos9, 2+send) con 0 € [0,2n][

e Como vimos en la seccién de coordenadas polares, en el ejemplo ??,

C: x¥*+(y-1>=1 = C:r=2sen, 0 € [0,n] = C: 1(0) = (2senBcosO, 2senOsen ), 0 € [0, [

e También podemos “acelerar” el recorrido de la circunferencia:

C:x*+(@y—-12=1 = C: 1(0) = (cos40, 2 +sen40) con 0 € [0,7/2[

Parametrizacion de curvas en R3

Rectas en R3. Como ya vimos, si larecta L pasa por P en direccién de v entonces una parametrizacion es

L:r(t) = P+tVv,teR
Segmentos de recta. Recordemos que el segmento de recta que va de A hasta B se puede parametrizar
con
rt)=A +t(B-A)cont € [0,1].

El punto inicial es 1(0) = A+0-(B—-A) = A; el punto finales r(1) = A+1-(B—-A) = B.

® Los segmentos paralelos a los ejes es mejor parametrizarlos usando x = t, y =t o z = t, segin
corresponda.
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-
Seleccione y arrastre el vector V , el punto P (verde)o el deslizador para |
Seleccione y arrastre el vector A, el punto B (verdes)o el parédmetro (deslizador) f

. ¥ .

2 0 1 tp —¥.. .. 05
Wolfram CDF Player UGS LR Wolfram CDF Player
L:( 1D=(012)=(-11 1)+ 1.(1 0 1) j o)

b0} Reimciar

Reiniciar

Ctrl- Ratén: Zoom

Ctrl- Raton: Zoom Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compamr\o dwM e Eg @
Shift- Ralén:Desp\azar\mﬁgenlCompamr\o Gy M 9 Ea @

Figura12.4: L: r(t) = P+tv, t € R Figura12.5: C:r(t) = A+t-(B—-A), t € [0,1]

Ejemplo 12.4

-
-

Determine una parametrizacién para C = C;+C,+C3
de la figura adjunta.

Figura 12.6: Curva C=C;+ Cy 4+ C3

Solucion: El segmento C; lo parametrizamos con la férmula ri(t) = A+t-(B-A), t € [0,1].
Para el segmento C, podemos usar x =t como pardmetro y para el segmento C3 podemos usar
y =t como parametro.
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Cr: 1) =(2,0,2)+t-[(0,2,0) = (2,0,2)] =2 —20)i+2t3 + 2 -20) kK, t € [0,1]
C: Cy: Yz(t):tf+2j\, t € [0,3]
Cs: 1a(t) =31+1), te [24]

Seleccione y arrastre cada parametro (deslizador) 1 WNOIfram CDF P|ayer

Pardmetros

Crit: e ¥, .. . 05
0 02 04 06 08 1

Cheps m————— Al
2 0 1 2 3

(ehapy el AL

Ctrl- Raton: Zoom

Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compamr\o avM ﬁ, E= <] @

Curvas en R3. Algunas curvas en R® se pueden parametrizar usando como pardmetro x =t, y =t o
z = t. También a veces se podria usar coordenadas polares.

Determine una parametrizacién para la curva C = C; + C; + C3 que se muestra en la figura.

e C1: xX®+(z-12=1y=0

e (3 esel trozo de curva de interseccién entre las superficies

S1: X2 +(z-1=1y Sp: x+y=2

o (C, esel segmento de recta que se indica en la figura.
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Seleccione y arrastre los parametros Wolfram CDF p|ayer
J.

G

17

Y

Figura12.7: Curva C=C; + C2 + C3

Solucion:
e Una manera de parametrizar C, es usando y =t como pardmetro:
Ca: 13(t) =(0,t,2), t € [0,2]
e Hay varias maneras de parametrizar C1: x>+ (z—1)>=1; y =0,
Ci: r(t) =(cost,0,1+sent), t € [-m/2, /2]
Observe que efectivamente 1(-7/2) = (0,0,0) y r1(7t/2) = (0,0, 2).

También C; : 11(0) = (2senBcosB,0,2senOsenB), 6 € [0,7/2][ pues C; : T=2senB, O €
[0, 7/2]

e Para parametrizar C3 podemos usar sus coordenadas (cost,0,1 + sent) en el plano XZ y
entonces y =2—-x=2-cost

(cost,0,1+sent)_

Cs: 13(t) =(cost,2—cost,1+sent), t € [0, 7]

También podemos usar como prdmetroa z = t, entonces x = y1-(z-1?2yy=2-x =2 -

V1-(z-1)?,
Cs: r3()=V1-(t-121+Q2-V1-(t-12))+tk, te[0,2]
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12.2 Curvas orientadas

Una parametrizacién ordena los puntos en una curva C en el siguiente sentido: x(t;) precede a x(t7)
si t1 < tp (esdecir, t; precedea t; en[a,b]). Este ordenamiento daa C una orientacién. En cualquier

punto de C donde el vector tangente es distinto de cero, éste apunta en la direccién de t creciente, y por
lo tanto también indica la orientacién de C

Ejemplo 12.6 (Curvas Orientadas).

Consideremos las curvas C1 y Cp

Una parametrizacién de C : y = x> Una parametrizacion de —Cp : y = x*

Parametro x =t [} =2 Parémetro x =1 [} t=2

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

4 A
J r(2) = (2,4)

\J

Figura 12.8: Curvas C; y Co.

Ambas curvas tienen ecuacién, en coordenadas rectangulares, y = x?> con x € [-1,2]. Pero C;
iniciaen A =(-1,1) y termina en B = (2,4); mientras que C; iniciaen B y termina en A.

Para parametrizar cada curva debemos tomar en cuenta su orientacion.

® Una parametrizaciéon de C; es (tomando a x =t como parametro),

r(t) = (x(t), yt)) =( t , t*> )otambiénr(t)= t 1T+ t> jcont e [-1,2].
—_——  —— —— ——
x(t) y(t) x(t) y(t)

Observe que
r(-1) = (x(-1), y(-1) = (-1, (-1*) = Ay r(2) = (2, 2%) =B.

e (; solo difiere de C; en la orientacion. Podemos usar la misma parametrizacion de C; pero
usando la notacién —C, para indicar que la orientacion estd invertida.

—Cy: r(t) = (x(t), y(t)) = (t, t3), t € [-1,2].
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(Cambio de orientacion).
si r(t) es una parametrizacién con t € [a, b], entonces una parametrizacion que invierte la orien-
taciones r1(t) = r(a+b—-t) con t € [a,b]

Ejemplo 12.7

Sea C la curva de ecuacién
(x—1)2+(y -2)? =16; z=3.

Se trata de una circunferencia en el plano z = 3, es decir, un caso particular de elipse. Una

parametrizacion es
r(t)=(1+4cost) 1+ (2+4sent)) + 3 k, t € [0,2n]
Observe que 1(0) = (5,2,3) = r(2m).

C: (x-1)2+(y-22=16;z=3

Mover el
paradmetrot Wolfram CDF Player
z 4
n /
-y
3n 2 n .;;:i‘"q c
4 4 H)(‘N'
v
n L%l
sn 7n E—\
4 an 4 L_;? 3 ‘-—--._2,_‘_‘_‘_
27 \

E) P
‘){/ —~

A

X4l A

Tl FacosT2F 45607.0)

Figura 12.9: Curva C.

Ejemplo 12.8

Considere la curva C = C1 + C2 + C3 + C4 + C5 + C¢. La curva iniciaen A = (2,0,0) y fnaliza en
B =(2,4,1). Lacurva C; es el trozo de circunferencia x? + z> = 4 y las otras curvas son segmentos

de recta, tal y como se ve en la figura. Parametrizar C.
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CurvaC= C+Cy;+C3+Cy+C5+Cy desde A=(2,0,0) hasta B=(2,4,1)
Wolfram CDF Player

Cy: n(f) = (2cost, 0, 2sent), t€ [0,7m/2]

[ <af ca|ca] ] o

f
C1: Parametro B =t 2
t: _Ji
xX*+z°=4
B
)//) —— o a
2 &{2cost,0,2sent) A — y
xa S 1

Solucién:

e (; esun cuarto de circunferencia de radio 2, en el plano XZ. La podemos parametrizar con

C1: r(t)=(2cost, 0, 2sent), t € [0, /2]

C2 es un segmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como pardmetroa y = t,
ademads x(t) =0 y z(t) = 2. Una parametrizacién es

Cy: fz(t) = (O, t, 2), t e [0,2],

e (C3 es un segmento de recta paralelo el eje X. Podemos tomar como pardmetro a x = t,
ademds y(t) =2 y z(t) = 2. Una parametrizacion es

Cs: T3(t) = (t, 2, 2), t e [0,2],

e C4 es un segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como pardmetro a z = t,
ademds y(t) =2 y x(t) =2. Si t € [0,2], la orientacién queda invertida, lo cual denotamos
con —Cy en la parametrizacién que sigue,

—Cy:mg(t)=(2,2, 1), te [0,2]

Il
‘_.-
N

e Cs5 es un segmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como pardmetro a y
ademds x(t) =2 y z(t) = 0. Una parametrizacion es

Cs: 1r5(t)=(2,t,0), t e [24]

e C4 es un segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como pardmetro a z = t,
ademds y(t) =4 y x(t) = 2. Una parametrizacién es

Ce: 16(t)=(2,4,t), te [01]
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Ejemplo 12.9

Considere la curva C = C; + C2 + C3 tal y como se
muestra en la figura. Parametrizar C.

Solucién:

e (C; es un segmento de recta sobre el eje Y por
tanto x(t) = 0 y z(t) = 0. Una parametrizacién
es

r1(t)=(0, t, 0)con t € [0,3].

o (, es un cuarto de circunferencia de radio 3,
en el plano YZ. Lo podemos parametrizar con

ro(t) = (0, 3cost, 3sent)cont € [0,7/2].
e (3 esun segmento de recta que va de (2,1,2) hasta (0,0,3). Podemos parametrizar con

r3(t) = (2,1,2)+[(0,0,3) -(2,1,2)] = 2—-2t, 1-t, 2+2t) cont € [0,1]
|

Ejemplo 12.10

Considere las curvas C;: z=4-x%, y=0 y C2 la curva de interseccién entre las superficies
S1: z=4-x% yelplano Sy: x +y =3 en el primer octante. Determine una parametrizacién para
Cl y Cz .

—Crir(t)=(1, 0. 4—(3—1)%), 1€ [0,2], C2: x(t) = (1, 3—1, 4—(3—0)%), t € [0,2]

Parametro
|x=£ y=t|z=t
t:{]=.

;} (t,3-1,4-£) Wolfram CDF Player
4

Solucion:

—Cq1: 1r1(v)

(t,0,4—1t%), t € [0,2]

e Sitomamosa x =t, entonces

Ca: 12(t) (t,3-t,4—1%), t € [0,2]
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e Sitomamosa y=t, entonces —Co: 15(t) = (3-1t, t,4— (3-1)?), t € [1,3]

Ci: ri(t) = (V4-1,0,t), t € [0,4]
Sit =1, ent — —
e Sitomamosa z entonces Co: ) = (VISLA-VITTL0), t € [0,4]

Ejemplo 12.11

Para las siguientes cénicas, parametrice y realice la representacién gréfica
1. (x+1)2+y>=4 2. (z-12-(@y-22%=1)
Solucion:
1. (x +1)> + y% = 4 Es la ecuacién canénica de una circunferencia en el plano xy, de centro
(-1,0) y radio 2.

Una parametrizacién es r(t) = (-1 +2cos(t)) 1 + 2sen(t)j, t € [0,2m7]

z-1? _ (y-27? iy - o
7 =1 es la ecuacién canénica de una hipérbola en el plano yz, de centro

(2,1). Abre en direccién del eje z

r(t) = (2 +4/1/2 senh(t), 1+ \/1/_2 COSh(t)) ,teR
Una parametrizacion es

r(t) = (2 ++/1/2 senh(t), 1 - \/1/_2 cosh(t)) ,teR

x‘s

y

X 4 <

Figura 12.10: (x +1)2 +y2 =4

Figura 12.11: (z—1)> - (y -2 =12
|
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Ejemplo 12.12

Considere la curva C de interseccién entre el plano
2x — 2y +z = 2 y el cilindro y? + z? = 4. Determine
una parametrizacion para C. 20— 2y+2=2

(0,2cost, 2sent)
Solucion: Los puntos de C son puntos

(x(t),y(t), z(t)) en donde y(t) y z(t) estdn en la
circunferencia y? + z> = 4, es decir, podemos poner
y(t) =2cost y z(t) = 2sent.

(142 cost — sent, 2 cost, 2sent)

Como x(t) estdenel plano 2x—2y+z = 2, despejando:
x(t) =1 —z(t)/2 + y(t), ahora podemos escribir

C: r(t)=(1+2cost—sent, 2cost, 2sent) cont € [0,7/2]

Ejemplo 12.13

Considere la curva C de interseccién entre el cilindro
x> +y? =1 yel plano z = 2 — x. Parametrizar C.

Solucion: Hay varias maneras de parametrizar C. Vea-
mos dos maneras.

e Primera manera: Los puntos de C son pun-
tos (x(t), y(t), z(t)) con x(t) y y(t) sobre la
circunfe-rencia x> + y> = 1, por lo tanto po-
demos poner x(t) = cost y y(t) = sent. Como
z(t) estd en el plano z = 2 — x, entonces z(t) =
2 — x(t).

Una parametrizacion podria ser

C: r(t) = (cost, sent, 2 —cost)cont € [0,7/2]

Observe que 1(0) = (1,0,1) y que r(7t/2) = (0,1,2).

e Segunda manera: Ver los puntos de C con x(t) y z(t) sobrelarecta z=2-x y y(t) enelel
cilindro x>+y? = 1. Una parametrizacién se podria obtener tomando a x = t como paramétro:

~C:r(t) = (t, VI1-t%,2-t)cont € [0,1]

La parametrizacion invierte la orientacién, eso lo indicamos con ”—~C”.
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12.3 Derivada de r(t)

Vector velocidad. Sea C es una trayectoria continua parametrizada por r = r(t). En en el intervalo de

tiempo que vade t a t+ At, una particula que recorre C, se mueve de la posicién r(t) a r(t+At) yla
velocidad promedio es

r(t+At)—r(t)
At

Si la velocidad promedio tiene un limite, cuando At — 0, entonces este limite lo llamamos la velocidad
(instantdnea) de la particula en el tiempo t y se denota v(t).

o T+ AY —T(t) | dr()
v() = Altlgo At Cdt

El vector veclocidad es tangente a C en r(t) y apunta en la direccién del movimiento. La longitud de
v(t), denota v(t) = |[v(t)]|, se llama rapidez de la particula.

Definicion 12.2

Sea C esuna curva parametrizada por r = r(t) con t € [a, b]. Decimos que 1 es diferenciable en t
si

dr rt+At)—r(t)
haddi
dt At At

existe

dr
La curva C se dice suaveen I si pr es continua, y no se anula, en todo I

Wolfram CDF Player

0~
"
B
L

dr(t)

Figura 12.12: Derivada de r(t) es
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Curvas regulares. Decimos que la curva C es reqular o 'suave’ en [a,b] si 1'(t) es continua en [a, b] y
T'(t) # 0 paratodo t € [a,b] (es decir las componentes de r no se anulan simultdneamente). También
decimos que una curva C es regular a trozos en [a, b] si es regular en cada subintervalo de alguna parti-
cién finita de [a, b].

Si C: r(t) esuna curva suave, entonces el vector 1/(to)

es tangente a la curva en cada punto P = r(tg). Ade-
mas, una ecuacion de la recta tangente a la curva en
P es

Ly(t)=P+t- r’(to) o) =P-rle)

Casos particulares.
a.) Si x(t) y y(t) son funciones derivables en I y si r(t) = x(t) 1 + y(t) j, entonces

dr . r(t+At) —T1(t)
dt Altlﬂo At

m x(t+At)—x(t)i+y(t+At)—y(t)j\
At—0 At At

X () i+y' (1))

Es decir v'(t) = x'(t)T+y'(t)J

b.) Si x(t), y(t) y z(t) son funciones derivablesen I ysi r(t) = x(t) 1 +y(t) j + z(t) k entonces

dr . rt+At) -7r(t)
dat Altlﬂo At
_ b x(t+At)—x(t)i+y(t+At)—y(t)A+z(t+At)—z(t)ﬁ
At—0 At At At

XOT+y D))+ k

Esdecir () = xX(0) 1+ y ()] +2(t) k
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Ejemplo 12.14

Consideremos la circunferencia C: x? + y? = 1. Esta trayectoria puede ser recorrida en diferentes

velocidades:
e SiC: 1i(t) =costi+sentj, t € [0,2n] = v(t) = —senti+cost)y [[v(t)| =1
Vte [0, 2n]

e Si C: 1(t) =cos2ti+sen2tj, t € [0,m1] = v(t) = —2sen2ti+2cos2t) y [[v(t)]| =2
YVt e [0,2m]

ri(P)
r} (P)
P P
—
Ejemplo 12.15
Consideremos la curva
Curva C: r(t) = (dcost, 2—4cost, dsent), t [0,3]
C: r(t)=4costi+(2—4cost)j+4sentk, t € [0,3] rineiro « Wolfram CDF Player
4 & . )
Tenemos, v o ¥ 15 2 25 3 jA
; (1)
dr . . . 7
i —4senti+4sentj+4costk

r’(t) es un vector tangente a C en P = r(t).

También, la curva C es suave pues 1 es diferenciable
y no se anula en [0, 3]

Figura 12.13: El vector 1r/(t) # 0 (trasladado)
es un vector tangente a C en P = r(t)
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Ejemplo 12.16

Consideremos la curva C de interseccién entre la superficie z = 4 — x> = y? y el plano x +y = 2.
Una parametrizacién de C es

C:rt)=(t, 2—-t, 4—t2—(2-1)?)

El punto P = r(1) = (1,1,2) estd en esta curva. Un
vector tangentea C en P es

(1) = (1,-1,0)
Una ecuacién de la recta tangente a la curvaen P es

Lt(t) =P +1t-1'(to)

12.4 Ejercicios

® 12.4.1 Determine una parametrizacion para cada una de las siguientes curvas.

a.) b.)

(x=1?+y*=1

s Y

(=32 492 = TNy (3,-1)
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c.) d.)

12.5 Campos escalares y campos vectoriales.

20

Definicion 12.3
Sea U € R™ un conjunto abierto.

e Una funcién f: U — R se denomina campo escalar o funcién escalar.

e Una funcién f: U — R™ se denomina campo vectorial.

Ejemplo 12.17 (Representacion grdfica).

Una manera de visualizar el campo graficamente es anclar en cada punto (x,y) el respectivo vector
F(x,y) (se traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que
el punto quede en el medio del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En
general, la representacion gréfica se hace anclando el vector de esta segunda manera y escalando el
tamafio de los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan sobre los otros, para tener una
mejor vizualizacién de la direccién de “flujo” del campo vectorial. Asi lo hace el software (como
Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, Consideremos el campo F(x,y) = (-y,x). En la figura a.) se dibujan dos vectores
anclados en el punto, en la figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y
en la figura c.) se hace la representacion grafica del campo escalando los vectores, tal y como se
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acostumbra.
Vz(2,1) = (-1,2)
Y Y Y
B S SSNRNN ‘Q
2 2 ‘ﬂ“\\\\\
D e e N
::::‘:tl‘t&k X
FITIIIRNNN
14 14 --::::\\\\\\\\\\
Va1, 2 (1) \ RN
<~\\\\\t:§§\\
A Vv
1 i RN
T X T X L L L I B | J(
a.) b.) c.) Escalamiento

Figura 12.14: Campo F(x,y) = (-y, x)

Ejemplo 12.18

Representacion grafica del campo vectorial Fi(x,y) = (2x, 2y) y del campo vectorial Fp(x,y) =
(—y, x) sobre la circunferencia x> + y2 = 1. Observe quesi z = x% +y? entonces Fi(x,y) = Vz, por
eso los vectores son perpendiculares a esta circunferencia (la curva de nivel z = 1).

4

Figura 12.15: F; sobre x*> +y? = 1. Figura 12.16: F, sobre x* +y* = 1.

Ejemplo 12.19

En la figura 12.17a.) se presenta la representacion grafica del campo vectorial F(x,y) =
(seny, senx) y su paso sobre la curva C de ecuaciéon (x — h)? + (y — k)> = 1. En al figura 12.17b.)
se presenta la representacion grafica del campo vectorial F(x,y,y) = (—y, x,xy) y su paso sobre la
superficie S de ecuacién z =2 — (x — 1)2 = (y — 1)%.
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F(z,y) = (= (seny, senx)) sobre C: (v —h)*+ (y—k)*=1 D= e
Wolfram CDF Player = Wolfram CD_F Player

a.) b.)

Figura 12.17: Campos vectoriales y su paso por una curva y una superficie

12.6 Solucion de los ejercicios

12.4.1 \'3@

1. Parametrizacion de la curva e.)

o —Ci: 1(t)=(t,2t,0) con t € [0,1].

Observe que 11(0) = (0,0,0) y r1(1) =(1,2,0).
o Cr: 1(t)=(0,0,t) con t € [0,1].

Observe que 12(0) = (0,0,0) y 1r2(1) =(0,0,1).

o —C3: r3(t)=(cost,2cost,sent) con € [0,7/2].
Observe que 13(0) = (1,2,0) y r3(1t/2) = (0,0, 1).
2. Parametrizacién de la curva f.)
o Cy: 1i1(t)=(2cost,0,2sent) con t € [0,7/2].

Observe que 11(0) = (2,0,0) y r1(7t/2) = (0,0, 2).
o Cy: 1(t)=(2cost, 4—2cost, 2sent) con t € [0, 7/2].

Observe que 12(0) = (2,2,0) y 12(7t/2) = (0,4, 2).
o —C3: r3(t)=1(t,4-1t,0) cont € [0,2].

Observe que 13(0) = (0,4,0) y 13(2) = (2,2,0).
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® —Cy: 714(t)=(cost,4—cost,1+sent) cont € [—m/2,7/2].

Observe que 14(-71/2) =(0,4,0) y r4(7/2) = (0,4,2).

23


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 

12.6. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 24

@. DMNTE Este material se distribuye bajo licencia Creative Commons "Atribucién-

NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional” (CC BY-NC-ND 4.0) (ver; https:
//creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es)

Citar como:

Walter Mora F. Cdlculo en Varias Variables. Visualizacion interactiva. (2019) 2da ed. [ebook] Cartago,
Costa Rica. Revista digital, Matemadtica, Educaciéon e Internet. https://tecdigital.tec.ac.cr/
servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/.

Revisado: Julio, 2022

Version actualizada (correcciones, nuevos  ejemplos
y ejercicios) de este libro vy las aplicaciones CDF:
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/

http://www.matematicainteractivacr.com/



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/ 
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/ 
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/ 
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/
http://www.matematicainteractivacr.com/

	Funciones vectoriales. Parametrizaciones
	Curvas orientadas
	Derivada de bold0mu mumu rrdottedrrrr(t)
	Ejercicios
	Campos escalares y campos vectoriales.
	Solución de los ejercicios
	grayLicencia Creative Commons CC BY-NC-ND 4.0

