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11.1 Introduccion y ejemplos

En el folleto de la semana anterior establecimos que el cambio de variable (x,y) = (rcos6, rsen ) tiene
como jacobiano J(t,0) = r y, en general

e Siuna region R se puede describir como una regién en coordena- Y A A
das polares tal que Q7
QO
0 < @o(0) <1< 91(0)si By < 0 < 0; donde 0; — 0y < 27 Q7
—r=01(6)
—> ' = (po(G)
>
entonces Y X
01 ®1(0)
ff f(x,y)dA = f f(rcos(0), rsen(0))rdrdo
R 00 J@o(0)
® Siuna region R se puede describir como una region en coordena- YA Y
das polares tal que 7
QA0
Q 4
0<r<@(B)sify<0O<6; > r=@(6)
entonces r=0 >
X

Jj f(x,y)dA = Jelf e f(rcos(0), rsen(0))rdrdo
% 8y Jo
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11.1. INTRODUCCION Y EJEMPLOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Calcule, usando coordenadas polares, el drea de la region
R tal y como se muestra en la figura.

xZ + yZ +2x = \/m Wolfra;n‘}F Player

Solucién: La ecuacién de la curva es x? +y2 +2x = y/x2 + y2.
Como 1% = x? + y2, haciendo la conversién a coordenadas
polares obtenemos la ecuacién

2 +2rcos0 =1

esdecir,r=1—-2cos0

Tangentes al polo: Resolvemos 1 =0 = 1-2cos0 =0 = 0 = +1/3 en [0,27n]. Asi, la regién
estd entre los rayos 0 = /3 y 6 = 7. Entonces,

Wolfram CDF Player

4

>
=
Il

f 1-rdrdo
R 2n

s 1-2cos © ’
J J 1 rdrd@
7t/3 J0O

-5

=N A

r=1—2cos@

oA

Considere la region R que se muestra en la figura. AY r=4sen20 Wolfram CDF Player
Plantear, usando corrdenadas polares, J‘

I:ﬁ X2 +y2 dA.
R

Solucion: La regién esta entre las curvas r =2 y 1 = 4sen 20.

Comor=0= r=5en20=0=0=0y0 = 7 Podemos verificar con la figura que el dominio
dela curva r =4sen20 es [0, 7/2.]
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11.1. INTRODUCCION Y EJEMPLOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Para obtener los limites de integraciéon, buscamos la interseccion entre las curvas:

r=2 N r=4sen20, es decir,

i 57
2=4 2 = — = —.
sen20 — 0 Y 0 B

Y Wolfram CDF Player

Entonces,

I = ffr rdrdo
R

57t/12 p4sen26 r=4sen20
= J TZ drdo T
/12 J2 =3

Wolfram CDF Player
t

r=2senf

0,

\
= 1—2(:050\\

Calcule I = fj xy dA si R esla regién limitada por
R

las curvas r=1-2cos0 y v =2sen 6, tal y como se
muestra en la figura.

Wolfram CDF Player

T

0 1 0= E
1A “ 17 . 2 3
Solucion: Ambas curvas “barren” la regién R F = 1-2c0s(@
en el mismo intervalo!. La regién de integracién
I = 2sen(0)

llega hasta la interseccién de las curvas en
0 = 0.

e Tangentes al polo:

¥
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11.1. INTRODUCCION Y EJEMPLOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

1-2c0s8 = 0 = e=§
2sen® = 0 = 0=0
e Calculode 04:
1-2cos® = 2sen(0),

elevamos al cuadrado,
—3—4cos0+8cos?0 = 0,
hacemos sustituciéon y resolvemos,

4+ V112

0
cos 16

Nos sirve 01 = arc cos (4—\/@) ~ 1.994

16
I= ffxy dA
R

7t/3 p2sen(0) 01 p2sen(0)
= J J‘ [rcos(0) rsen(0)] - rdrd® + J J 2 cos(0) sen(0) drdo
0 0 7t/3 J1-2cos(0)

Ejemplo 114

Calcule, usando coordenadas polares, el drea de la regién R tal y como se muestra en la figura.

r=4(senf — cosB) A Wolfram CDF Player

Solucion: Hay varias regiones: R = Ry + Ry + Rz + Ry

Tangentes al polo:

° 4(ser19—cose):0:>tar19:1:>9:Zl—T

° 2+25en9=0=>9=377[
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11.1. INTRODUCCION Y EJEMPLOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 5

AR = ARl +AR2 +AR3 +AR4
H1~ dA+ﬂ1- dA+H1. dA+H1- dA
R, R» Rs Ry

7t/4 p2+2sen© 7t/2 2+2sen®
J J 1 rdrd9+J J 1-rdrd6

4(sen O—cos 0)

4(sen ©—cos 0) 2+2sen 0
+J J 1-rdrd0+ J 1-rdrd®
71/2 J24+2sen O 37t/2

A Wolfram CDF Player

r =4(senf — cos0) j
V4
r=2+2senf 0,

Calcular el drea de la regiéon limitada por la curva de
ecuacién (x2 +y2)? —=x? +y% = 0, x > 0 (region celeste en la
figura).

Solucion: Cambio de variable x = rcos® y y = rsenf y
sustituyendo en (x? +y2)?> — x2 + y2 = 0, obtenemos

2
(r2 cos(e)2 + 12 sin(e)z) -2 cos(e)2 + 12 se1r1(6)2 =0

Simplificando queda % = cos(20), que es la ecuacién de la lemniscata. Entonces podemos tomar

T = 4/cos(20).
Tangentes al Polo: 1 = 0 = +/cos(20) =0 =0 = il—r.

De la figura, podemos ver que estos rayos corresponden a
los limites integracién.

Luego, el 4rea de la region es

/4 cos(29 7t/4
AR = J J rdrdo =1 /2[ c0s(20) do = 1/2.
/4 7t/4
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11.1. INTRODUCCION Y EJEMPLOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Ejemplo 11.6

Calcular el drea A, del circulo de radio a.

8 YA
s . P »? S
Solucion: Para este calculo podemos usar un circulo R 4 @
de radio a, centrado en el origen. La circunferencia 3X
del circulo tiene ecuacién cartesiana x> + y2> = a?.
Para obtener la ecuacién en polares, sustituimos
x=71cos0 e y=rsen0 y despejamos 1 : /) -
—Q

x> +y?2 =a> = (rcos0)’+(rsen)? =a?> = 12 =

a’.

Asi, en coordenadas polares, la regién de integraciéon
vadesde r=0 hasta r=ay 0 <0 <27

27T pa 27Tr2
Ac = H1-dA=J0 L rdrd9=J0 5
R

a 2 2 2
de=J Ca0 = Lo

Ejemplo 11.7 (Volumen)

Plantear una integral, en polares, para calcular el volumen del s6lido Q limitado por las superficies
z:le‘i4, x*+y?=4yz=0conx>0yy=>0.

Solucion: El sélido y su proyeccién sobre el plano XY se ven en la figura.

Pasando a coordenadas polares tenemos

/2 p2
Vo = [f (52X - ) dA:J J _rsen® 4 g0
- x2+4 0 Jo 12cos?(0)+4

Nota: Esta tiltima integral se puede calcular observando que

1
° J x arctan(x) dx = 5 (—x + (1 + x2) arctan x) , salvo constantes.
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11.1. INTRODUCCION Y EJEMPLOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 7

/2 p2 2 pmt/2
. J ‘[ f(r,0)drdo = J J f(r,0) d® dr, pues estamos integrando sobre un rectdngulo.
o Jo 0 Jo

Veamos,

Vq

ffotyone [ o
s X +4 0 Jo 12c0s?%(0)+4

f2pm2 2 0 2l 2
_ _1sen(®) odr= J J — T Qqudr, (haciendo u = cos0).
JoJo T2cos2(6)+4 0Jo 4+12U2

2

1
% arctan(r/2) dr = E(T[— 2).

r2 rl 2 2 1
= L WA dudr = J r arctan(m/Z)‘ dr = f
JoJo 2 1+(ru/2)? 0 2 0 0

Ejemplo 11.8 (Volumen en coordenadas polares).

Plantee la integral (o las integrales) con las que se puede obtener el volumen del sélido Q limitado
por las superficies S; :y = x*+2%, Sp:y=1, Sz:y=4, enel primer octante.

Z A Q Wolfram CDF Player

Solucion: La proyeccion del sélido Q es R = Ry + Ry, como se muestra en la figura de la derecha.
Usamos el cambio de variable x = rcos 0, z = rsen 0. La proyeccién del sélido Q en el plano XZ
estientrelascurvas r=0y r=1yentre r=1y r=2.

e Ci:y=x*+z22Ny=1= Ci: 1=x>+7?

e Cr:y=x*+22Ny=4 = Cr:4=x>+7
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11.1. INTRODUCCION Y EJEMPLOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Volumende Q: Vg Wolfram CDF Player
Elija un jL
plano de proyeccién: Sélido Q limitado por Sy : y =x*+2° S,: y=4, S3: y=1, [ octante. =4

KIS

Proyeccidn
D Orden de integracién
drde [V []

Separar Superficies

Z
S1 -:’_

A

]
S2 -:’_ 2.0
S3 15
1.0 Rz
Recta guia
D 0.5 Ry

(recta entre las superficies)

Regidn de integracion

= X
05 1.0 15 20

S
Il

ﬂ(zx ~1)dA + ﬂ(4 —x% - 2%)dA
R R,

/2 pl T2 p2
J J (4-1)rdrdo + J J (4 —1*)rdrdo
0 0 0 1

Ejemplo 11.9 (Volumen).

Calcule el volumen del s6lido Q limitado por las superficies z =

Solucioén:

1

2 2 _ —
m, X +y —1yZ—O.

El sélido y su proyeccion sobre el plano XY se ven en la figura. El sélido Q esta limitado por

z=————
1+x2+y

> ¥ z=0. Aplicando coordenadas polares (y como no hay singularidades) tenemos
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11.2. EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).
Vo = [ ! _aa
Q s 1+ x2 +y?2

J I rdrdd = J = In(1+1?)
0 Jo 1+ 12 0 2

1

27 1
de = J 5 In(2) d6 = 7In(2)
0

0

Ejemplo 11.10

X .
Calcule jfﬁd/\ si R={(x,y) € R : x¥*+y?><1, x>0, y=0}
R

Solucion: La regién R es la parte del circulo de radio 1, centrado en el origen, que estd en el primer

b pq b q
octante. Aqui usamos el hecho de que J J f(0)g(r)drdd = J f(0) do - J g(r)dr.
a Jp a P
7t/2
jf Xy dA = J j Cosﬁsen@drde
8 (1+x2+y?2)? (1+12)2

/2 g3 1 1
J COSSSenGdQ-j ———dr = =-ln4- -
0 0 (1+T2)2 8 8

11.2 Ejercicios

Y Wolfram CDF Player
4
11.2.1 Considere la regiéon R que se muestra -
en la figura. Calcule, usando coordenadas pola-
res,
I= H (x2 +y?) dA.
R
X
11.2.2 Considere la regiéon R de la figura. Y

Calcular el drea Ar de la regién R, usando V= ! y==x
coordenadas polares. y="5 J
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11.2. EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

1
r=§+cost9

11.2.3 Calcular el area de la region limitada
por el lazo de la curva r = 1/2 + cos 0. Ayuda:
Notar que el lazo interno vade 6 =27/3 a 0 =
47t/3.

11.2.4 Verifique, usando coordenadas polares,
que el area de la region R (region sombreada

112‘/§+1477t ~ 24.187.

mostrada en la figura) es

- r=4+4sen(30)

11.2.5 Calcule, usando coordenadas polares,
el drea de la region R tal y como se muestra en R
la figura.

N

® 11.2.6 Calcular el drea de las regiones sombreadas.

r=2+2senf

r = 4sen 36,

Y >

10
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11.2. EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 11

A
r = 4sen26

r =2+ 2sen(36)

d)
T
2 r = sent +cost
3r C
® 11.2.7 (*) Verifique, usando coordenadas po- 1
lares, que el 4rea de la regién R (regién sombrea-
da mostrada en la figura) es g -5 : 1 X
r=1

® 11.2.8 Calcule, usando coordenadas polares,
el volumen del sélido Q limitado por el cono
22 =x?>+y? ylaesfera x> +y? + 22 = 1.

11.2.9 Calcule el volumen del s6lido Q limita-
do por las superficies x> + 2% = 4, x?+(z-1)2 =1
y x = 4—y, en el primer octante; como se muestra
en la figura. Ayuda: Proyectar sobre XZ y usar
coordenadas polares.
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11.2. EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

® 11.2.10 Considere el sélido Q limitado por el
cilindro x? +y2 = 1/4, el cono 3z> = x> + y?, la esfera
x> +y?+2z%> =1 ylosplanos x =0 y x = y; tal y como
se muestra en la figura. Calcular el volumen del sélido

Q

® 11.2.11 Considere el s6lido E limitado por las

superficies de ecuacién S; : x> +y% = 16, S, :

(x—2)%2+y>=4, S3: z=37X, Si: 4(z-8)=x>+y’y

x = 0, tal y como se muestra en la figura a al derecha.

Calcule el volumen del s6lido E

(R) 11.2.12 Considere siguientes S, S5, S3 y Su (taly
como se muestran a la derecha),

e 51 es el cilindro generado por la curva v = 1 -
2cos 0,

e So:x+z=1,
e S3:2z=0,
e S;:y=0.

E es el sélido limitado por estas superficies, tal y como
aparece a al derecha. Calcule el volumen del sélido E

12

Pyt =1/4 Wolfram CD/.F Player

________

r=1—2cos0

® 11.213 (*) Calcule fj eX*V)/(x-Y4A usando el cambio de variable u=x+1y, v =x —y;

L
donde T es el trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,-2) y (0,-1).

y+x

® 11.2.14 (*) Calcule ff cos (y — X) dA donde T es el trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,2)
T
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11.3. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 13

y (0,1). Ayuda: Usar cambio de variable u=y —-x, v=y +x.

11.2.15 (*) Calcule jj xy dA donde T eslaregion limitadapor y=x, y=3x, xy=1y
T

xy = 3; en el primer cuadrante. Use el cambio de variable x = u/v y y = v.

11.3 Solucidn de los ejercicios

11.2.1 ') La region esta entre las curvas v = 2 y v = 4sen 20. Esto nos da tres subregiones:

desde el origen hasta la curva r = 4sen 20 y desde el origen hasta la curva r = 2.

Comor=0=—= r=s5en20=0—0=0y0 = g Podemos verificar con la figura que el dominio de la
curva T =4sen20 es [0, 7t/2.]

Para obtener los limites de integracion de las tres subregiones, buscamos la interseccién entre las curvas:
r=2 N r=4sen20, es decir,

T 5n
2=4sen20 =0=—-y0=—.
seft 277712
="
sz
51 —
9:E r =4sen2|
r=2
>0 =0

I = ffrz- rdrdo

R
r7t/12 p4dsen20
= J > drde
JO 0
A57/12 p2
+ J 3 drde
u7'[/12 0
~7T/2 4sen20
+ J Bdrdo = 97 _7v3
Jsn/12 Jo 3

11.2.2 '7 Debemos hacer el cambio de variable x = rcos(0) y y = rsen(6).
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I ¢
of YA &
:j/x . o >
¥
Y= P
V2 V2 sen 6
1%
V2
Observe que
1 1 1
e Larecta y = — setransformaen rsenf = — — r= ——.
V2 V2 sen(0)

e La circunferencia x> +y% = 1 se transformaen v = 1.

e Larecta y = x se transforma en 0 = 7t/4. En efecto, y =x = cos6 =sen(0) = 0 = nr/4. Esto,

por supuesto, también lo podemos establecer de manera geométrica.

ool
1
AR = Hl-dA:J J rdr do

7T 1

R 1 V2sen(6)

T2 1 1 1 11 5 0 1 ¥ -2

= r o= -2 8 = | 2 --csX(0)d8 = = + ~cot(®) ==
J% 5| L_r 2 " Tser2(0) J% > 4CSC() > 4CO()% 2

V2sen(0)

11.2.3 '3
11.2.4 ')

da el 4rea.
11.2.5 '3 La ecuacién de la curvaes r =4 + 4sen 30.
T T
Tangentes al polo: 4 +4sen30 =0=—= 0 = ~% + 2k§.

Los limites de integraciéon son 8 = —7/6 y 0 = 7m/6. Ahora calcule la integral que

T
2

Observando la figura tenemos que los limites de integracién adecuados son 6 = 5V 0=

r =4+ 4sen(30)

7t/2 p4+4sen©
J 1-rdrd0 = 8m

ARzgr rdrdd = L{/é O
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11.2.6 '3
a.)

r=2+2senf

a.) Tangentes al polo:

24+2sen0 =0 —> e:—g
4cosf =0 = 9:7%

b.) Interseccién

2+2senB® =4cos® = —12+8senB +20sen’0 =0 = 0 = arcsen(3/5) = 0.6435

B

} arcsen(%) 2+2sen(0)
c.) Area: Ag = J J rdrdo + J

0 arcsen(2)

4COS(9) 28 7 3
Jo rdrd0® = 5 + 77[ — arcsen (5)

IR

7 1
d)r=0 = 2+25en(39)=091:% yGZ:Tﬁ'

Ux 2 2sin(30)+2
J J lrdrd® = 27
mJo

6

Nota: El intervalo [-77/6, —7t/6] no es correcto, agrega un trozo adicional de curva y el resultado
darfa, en valor absoluto, 37t. Use Wolfram Alpha (Internet) para graficar + 2 Sin[3t]PolarPlot[2,
t, -7 Pi/6, -Pi/6]

11.2.7 '} Note que la curva celeste tiene ecuaciéon r = sent + cost con t € [-m/4, 3m/4].

La region sombreada requiere diferentes intervalos para cada curva. Mejor es calcular el area del circulo
con circunferencia celeste y restar el drea de la regién que va de la circunferencia azul a la circunferencia
celeste, esa regdn si estd entre 0 y 71/2 para ambas curvas.
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s T
2 r = sent+ cost r = sent+ cost

3

¢ sin(t)+cos(t) Z sin(t)+cos(t)
AR:I J 1rdrdt—f I Irdrdt=
- 0 0 1

1
2

N R

L]

27t prt/4 pl
11.2.8 \"3® Vo = J J J p?sen @ dpde do = g (2 - \/E)
0 Jo 0

La manera fécil es proyectar sobre XZ y usar coorde-
nadas polares,

Vo = [[4-xaa
RXZ
1129 §(1) o
= J J (4—-7rcosB)-rdrdd
0 2sen ©
= 2n-2
11.2.10 ')@ Proyectar sobre XZ y usar coordenadas polares. Calculando la interseccién entre

1

las superficies podemos establecer que la region de integraciéon Ry, estd entre las curvas x> + y2 = 1

x2+y2:2ylasrectasy:xyx:O.

/2 rV3/2 1—x2 -2
VQ=J J (\/1—x2—y2—\/%)rdrde
1

7t/4 /2

11.2.11 ﬁ@ Si x =rcosf, y=send y z = z entonces en la proyeccién XY tenemos una

regi6n limitada por la curva C; : x2+y% = 16 otambién C;: r =4 ylacurva (x—2)?>+y? = 4 o también
r=4cos6 con 0 € [0,7/2].
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S
Il

[fse5-3

Rxy

/2 p4 2
0 4cos O 4

= =32 +27m =~ 52.823

11.2.12 \'3@

Ve H(l—x—ﬂ) dA

Rxy

r 7T

) o

3rcos O
2

u7'[/3
1-2cos 0
FTT 2 43 cos
= — — —cos0 do
Jny3 2 3 0

(™ (1-2cos0)? _a —2cos0)3

) rdrdo

1-2cos ©
= J (I-rcosB)rdrdd
0

u7’[/3 2

11.2.13 '3@
11.2.14 '3@
11.2.15 '~)®

[=3/4(e—eh).

cos 9 do ~ 10.578

r=4cosO

r=1-—2coso

17
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